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❈✳✷ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐(❡/✐♠❛❧ ❣❡♥❡'❛(♦' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽
❈✳✸ ❘❡/♦❧✈❡♥( ♦❢ ❛ /❡♠✐❣'♦✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
❈✳✹ ■/ ❛♥ ♦♣❡'❛(♦' (❤❡ ❣❡♥❡'❛(♦' ♦❢ ❛ /❡♠✐❣'♦✉♣❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
❈✳✺ ❋'❛❝(✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡'/ ♦❢ ❛ ❝♦♥('❛❝(✐♦♥ /❡♠✐❣'♦✉♣ ❛♥❞ /✉❜♦'❞✐♥❛(✐♦♥ ✳ ✳ ✶✹✵
❉ ■♥'❡-♣♦❧❛'✐♦♥ '❤❡♦-② ✶✹✶
❉✳✶ ●❡♥❡'❛❧ ❞❡✜♥✐(✐♦♥/ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶
❉✳✷ ❚❤❡ '❡❛❧ ♠❡(❤♦❞ ♦❢ ✐♥(❡'♣♦❧❛(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
❉✳✸ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡(❤♦❞ ♦❢ ✐♥(❡'♣♦❧❛(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹
❉✳✹ ❙❡♠✐❣'♦✉♣ ✐♥(❡'♣♦❧❛(✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
❊ ❆ -❡*✉❧' ❢-♦♠ :❉❊ '❤❡♦-② ✶✹✼
① ❈❖◆❚❊◆❚❙
■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥
✵✳✶ ❈❛❞&❡✿ ❧❛ ❢♦&♠✉❧❡ ❞✬■01
▲❛ ❢♦$♠✉❧❡ ❞✬■,- ❝♦♥0,✐,✉❡ ❧❛ ♣✐❡$$❡ ❛♥❣✉❧❛✐$❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ 0,♦❝❤❛0,✐5✉❡✳ ▲✬♦❜❥❡, ♣$✐♥✲
❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ,$❛✈❛✐❧ ❞❡ ,❤;0❡ ❡0, ❞❡ ❧❛ ❣<♥<$❛❧✐0❡$ ❛✉ ❝❛❞$❡ ❞❡0 ❞✐0,$✐❜✉,✐♦♥0 ,❡♠♣<$<❡0
✭❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡0 ❢♦♥❝,✐♦♥0 C2✮ ❝♦♠♣♦0<❡0 ♣❛$ ❞❡0 ♣$♦❝❡00✉0 $<❣✉❧✐❡$0 ❛✉ 0❡♥0 ❞❡ ▼❛❧❧✐✲
❛✈✐♥ 0♦✉0 ❞❡0 ❤②♣♦,❤;0❡0 ♠✐♥✐♠❛❧❡0✳ ◆♦✉0 ♣$♦♣♦0♦♥0 <❣❛❧❡♠❡♥, ❞❡0 ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥0✱
♥♦,❛♠♠❡♥, C ❧✬<,✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣$♦❜❧;♠❡ ✈❛$✐❛,✐♦♥♥❡❧✳
✵✳✶✳✶ ❋♦%♠✉❧❡ ✧❞❡ ❜❛.❡✧
❆✈❛♥, ❞❡ ♣$<❝✐0❡$ ♥♦,$❡ ❞<♠❛$❝❤❡✱ $❛♣♣❡❧♦♥0✱ C ,✐,$❡ ✐❧❧✉0,$❛,✐❢✱ ✉♥❡ ✈❡$0✐♦♥ ✧<❧<✲
♠❡♥,❛✐$❡✧ ❞❡ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡ ❞✬■,-✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✶✳✶✳✶ ✭❋♦$♠✉❧❡ ❞✬■,-✮✳ ❙♦✐❡♥% (Ω,F ,P) ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐'.❀ W ✉♥
♠♦✉✈❡♠❡♥% ❜+♦✇♥✐❡♥ 3 ✈❛❧❡✉+' ❞❛♥' R
d
'✉+ ❝❡% ❡'♣❛❝❡❀ X ✉♥❡ P✲'❡♠✐♠❛+%✐♥❣❛❧❡
❝♦♥%✐♥✉❡ 3 ✈❛❧❡✉+' ❞❛♥' R
N
✱ ❛❞❛♣%.❡ 3 ❧❛ ✜❧%+❛%✐♦♥ ❞❡ W ✿
Xt = X0 +
∫ t
0
b(s)ds+
∫ t
0
σ(s)dWs ✭✶✮
♦: b ❡'% ✉♥ ♣+♦❝❡''✉' ❛❞❛♣%. 3 ✈❛❧❡✉+' ❞❛♥' RN ❡% σ ❡'% ✉♥ ♣+♦❝❡''✉' ❛❞❛♣%. 3
①✐
①✐✐ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
✈❛❧❡✉%& ❞❛♥& R
d ⊗ RN ✳ ❙♦✐- ❡♥✜♥ f ∈ C1,2 (R+ × RN ,R)✳ ❆❧♦%& ♦♥ ❛✿
f(t,Xt) = f(0, X0)
+
∫ t
0
∂tf(s,Xs)ds
+
N∑
i=1
∂if(s,Xs) · bi(s)ds
+
1
2
·
N∑
i,j=1
∂2ijf(s,Xs) · aij(s)ds
+
N∑
i=1
∂if(s,Xs) · σi(s)dWs ✭✷✮
❛✈❡❝ a = σ ·t σ✳
❉❡ ♣❧✉& ❧✬✐♥-5❣%❛❧❡ &-♦❝❤❛&-✐8✉❡ ❞❛♥& ✭✷✮ ❞5✜♥✐- ✉♥❡ ♠❛%-✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❞♦♥❝
(f(Xt), t ≥ 0) ❡&- ✉♥❡ &❡♠✐♠❛%-✐♥❣❛❧❡ ❞❛♥& ❧❛ ✜❧-%❛-✐♦♥ ❞❡ W ✳
▲❡' ♥♦*✐♦♥' ❞,✜♥✐❡' ❞❛♥' ❧❡ *❤,♦12♠❡ ♣1,❝,❞❡♥* '♦♥* ❝❧❛''✐6✉❡'❀ ♦♥ 1❡♥✈♦✐❡✱
♣♦✉1 ❧❡✉1' ❞,✜♥✐*✐♦♥'✱ ; ❬✻✵❪✱ ❬✶✼❪✱ ❬✸✶❪✱ ❬✷✽❪✳✳✳ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛✉① ❛1*✐❝❧❡' ♦1✐❣✐♥❛✉① ❬✷✾❪
❡* ❬✸✵❪✳
✵✳✶✳✷ ◗✉❡❧(✉❡) ❣+♥+-❛❧✐)❛0✐♦♥) ❝♦♥♥✉❡)
❉❡ ♥♦♠❜1❡✉① ❛✉*❡✉1' '❡ '♦♥* ❛**❛❝❤,' ; ❣,♥,1❛❧✐'❡1 ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡ ✭✷✮ ❞❛♥' ❞✐✈❡1'❡'
❞✐1❡❝*✐♦♥'✳ ▲❛ ♣1❡♠✐21❡ ❡'* ❞❡ 1❡♥♦♥❝❡1 ; ❧✬❤②♣♦*❤2'❡ ❞❡ ❝♦♥*✐♥✉✐*, '✉1 ❧❛ '❡♠✐✲
♠❛1*✐♥❣❛❧❡❀ ♦♥ ♦❜*✐❡♥* ❛❧♦1'✱ ❡♥ ♣❛*✐❝✉❧✐❡1✱ ✉♥❡ ❢♦1♠✉❧❡ ❞✬■*N ♣♦✉1 ❧❡' ♣1♦❝❡''✉' ❞❡
▲,✈②✱ ✈♦✐1✱ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✱ ❬✶✶❪ ♦✉ ❧❛ *❤2'❡ ❞❡ ❞♦❝*♦1❛* ❬✽✺❪ ❡* ❧❡' 1,❢,1❡♥❝❡' 6✉✬❡❧❧❡
❝✐*❡✳ ◆♦✉' ♥✬❛✈♦♥' ♣❛' ❡✉ ❧❡ *❡♠♣' ❞✬❡①♣❧♦1❡1 ❝❡**❡ *❤,♦1✐❡ ❛✉ ❝♦✉1' ❞❡ ♥♦*1❡
*1❛✈❛✐❧✳ ❯♥❡ '❡❝♦♥❞❡ ❞✐1❡❝*✐♦♥ ♣♦''✐❜❧❡ ❡'* ❞❡ ❣,♥,1❛❧✐'❡1 ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡ ❞✬■*N ; ❞❡'
♣1♦❝❡''✉' 6✉✐ ♥❡ '♦♥* ♣❛' ❞❡' '❡♠✐♠❛1*✐♥❣❛❧❡'✳ R❛1♠✐ ❧❡' ❝❧❛''❡' ❞❡ ♣1♦❝❡''✉'
♣♦✉1 ❧❡'6✉❡❧❧❡' ✐❧ ❡①✐'*❡ ❞❡' 1,'✉❧*❛*'✱ ❝✐*♦♥' ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✿ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ❜1♦✇♥✐❡♥
❢1❛❝*✐♦♥♥❛✐1❡ ❡* ❧❡' ✐♥*,❣1❛❧❡' '*♦❝❤❛'*✐6✉❡' ❝♦♥'*1✉✐*❡' '✉1 ❝❡ ♣1♦❝❡''✉' ✭✈♦✐1 ♣❛1
❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✻❪✮✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ❜1♦✇♥✐❡♥ ♠✉❧*✐✲❢1❛❝*✐♦♥♥❛✐1❡ ✭✈♦✐1 ❬✹✸❪✮✱ ♦✉ ❝❡1*❛✐♥'
♣1♦❝❡''✉' ❞❡ ▼❛1❦♦✈✳ ◆♦✉' ♥✬❛✈♦♥' ♣❛' ♥♦♥ ♣❧✉' *1❛✈❛✐❧❧, ❞❛♥' ❝❡**❡ ❞✐1❡❝*✐♦♥✳
◆♦*1❡ *1❛✈❛✐❧ '✬✐♥'❝1✐* ❡♥ ❡✛❡* ❞❛♥' ✉♥❡ '❡❝♦♥❞❡ ✧❢❛♠✐❧❧❡✧ ❞❡ ❣,♥,1❛❧✐'❛*✐♦♥'
❞❡ ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡ ❞✬■*N 6✉✐ 1❡❧Z❝❤❡♥* ❧❡' ❝♦♥❞✐*✐♦♥' ♣♦1*❛♥* '✉1 ❧❛ ❢♦♥❝*✐♦♥ f ❞❛♥' ✭✷✮
♣❧✉*N* 6✉❡ '✉1 ❧❡ ♣1♦❝❡''✉' X✳ ■❧ ❡①✐'*❡ ❞❡ ♥♦♠❜1❡✉① 1,'✉❧*❛*' '✉1 ❝❡ '✉❥❡*✳ ▲❡ ♣❧✉'
❝,❧2❜1❡ ❞✬❡♥*1❡ ❡✉① ❡'* '❛♥' ❞♦✉*❡ ❧❛ ❢♦1♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛♥❛❦❛ ✭❝♦✐1 ❬✻✵❪ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✮✱
6✉✐ ♣❡1♠❡* ❞❡ ♣1❡♥❞1❡ f ❝♦♥✈❡①❡ ❧♦1'6✉❡ N = d = 1✿
✵✳✶✳ ❈❆❉❘❊✿ ▲❆ ❋❖❘▼❯▲❊ ❉✬■❚1 ①✐✐✐
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✶✳✷✳✶ ✭❋♦%♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛♥❛❦❛✮✳ ❙♦✐# X ✉♥❡ '❡♠✐♠❛*#✐♥❣❛❧❡ ❝♦♥#✐♥✉❡
❡♥ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ 1❀ ♣♦✉* #♦✉# a ∈ R ✐❧ ❡①✐'#❡ ✉♥ ✉♥✐2✉❡ ♣*♦❝❡''✉' ❝*♦✐''❛♥# Lat (X) #❡❧
2✉❡✿
|Xt − a| = |X0 − a|+
∫ t
0
sgn(Xs − a)dXs + 1
2
· Lat (X) ✭✸✮
Lat (X) ❡'# ❧❡ #❡♠♣' ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ '❡♠✐♠❛*#✐♥❣❛❧❡ X✳
■❧ ✈✐❡♥3 ❛❧♦%4✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✶✳✷✳✷ ✭❋♦%♠✉❧❡ ❞✬■37✲❚❛♥❛❦❛✮✳ ❙♦✐# X ✉♥❡ '❡♠✐❛*#✐♥❣❛❧❡ ❝♦♥#✐♥✉❡
❡♥ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ 1 ❡# f : R→ R ♣♦✉✈❛♥# '✬7❝*✐*❡ ❝♦♠♠❡ ❞✐✛7*❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝#✐♦♥'
❝♦♥✈❡①❡'✱ ❞❡ '♦*#❡ 2✉❡ f ❛❞♠❡# ✉♥❡ ❞7*✐✈7❡ ; ❣❛✉❝❤❡ f ′g ❡# 2✉✬❛✉ '❡♥' ❞❡' ❞✐'#*✐✲
❜✉#✐♦♥'✱ f ′′ ❡'# ✉♥❡ ♠❡'✉*❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥ '✐❣♥7❡✳ ❖♥ ❛ ❧❛ ❣7♥7*❛❧✐'❛#✐♦♥ '✉✐✈❛♥#❡ ❞❡ ❧❛
❢♦*♠✉❧❡ ❞✬■#B✿
f(Xt) = f(X0) +
∫ t
0
f ′g(Xs)dXs +
1
2
∫
R
Lat (X)f
′′(da) ✭✹✮
❉❡ ♥♦♠❜%❡✉① ❛✉3❡✉%4 4❡ 4♦♥3 <❣❛❧❡♠❡♥3 ✐♥3➥❡44<4 ? ❧❛ ♣♦44✐❜✐❧✐3< ❞❡ %❡♠♣❧❛❝❡%
❧❛ ❝♦♥❞✐3✐♦♥ f ∈ C2 ♣❛% ✉♥❡ ❝♦♥❞✐3✐♦♥ ❞✉ 3②♣❡ f ∈ W p,1✱ ✉♥ ❡4♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✳
F❛% ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉% ❧❡ ❝❛4 ♣❛%3✐❝✉❧✐❡% ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥3 ❜%♦✇♥✐❡♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ 1✱ ❬✶✸❪
❡①♣♦4❡ ❧❡4 ♣%♦♣%✐<3<4 ❞❡ 4❡♠✐♠❛%3✐♥❣❛❧❡ ❞❡ x 7→ Lxt (X) ? t ✜①< ❡3 <3❛❜❧✐3 ❧❡ %<4✉❧3❛3
4✉✐✈❛♥3✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✶✳✷✳✸ ✭❋♦%♠✉❧❡ ❞❡ ❇♦✉❧❡❛✉✲❨♦%✮✳ ❙♦✐# f ✉♥❡ ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞7*✐✈❛❜❧❡ '✉*
R✱ ❞❡ ❞7*✐✈7❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥# ❜♦*♥7❡ ❡# W ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥# ❜*♦✇♥✐❡♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ 1✳
❖♥ ❛✿
f(Wt) = f(0) +
∫ t
0
f ′(Ws)dWs − 1
2
·
∫
R
f ′(x)dxLxt (X) ✭✺✮
❈❡33❡ ❝♦♥43%✉❝3✐♦♥ ❢❛✐4❛♥3 ✐♥3❡%✈❡♥✐% ❧❡ 3❡♠♣4 ❧♦❝❛❧ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥3 ❜%♦✇♥✐❡♥✱
❡❧❧❡ ❡43 4♣<❝✐❢Q✉❡ ? ❧❛ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ 1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥3✱ ❬✷✵❪ ♣%♦♣♦4❡ ✉♥❡ ❣<♥<%❛❧✐4❛3✐♦♥
4♦✉4 ✉♥❡ ❤②♣♦3❤U4❡ ❡♥❝♦%❡ ♣❧✉4 ❢❛✐❜❧❡ Q✉✐✱ Q✉❛♥3 ? ❡❧❧❡✱ 4✬<3❡♥❞ ❛✉ ❝❛4 N = d✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✶✳✷✳✹ ✭❋♦%♠✉❧❡ ❞❡ ❋V❧❧♠❡%✲F%♦33❡%✲❙❤✐%②❛❡✈✮✳ ❙♦✐❡♥# f ❞7*✐✈❛❜❧❡
#❡❧❧❡ 2✉❡ Df ∈ L2loc
(
R
N ,RN
)
❡# W ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥# ❜*♦✇♥✐❡♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ N ✳ ❖♥
❛✿
f(Wt) = f(0) +
N∑
i=1
∂if(Ws)dWs +
1
2
· [f ′(W ),W ]t ✭✻✮
♦D ❧❛ ❝♦✈❛*✐❛#✐♦♥ 2✉❛❞*❛#✐2✉❡ [f ′(W ),W ] ❡'# ❞7✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐#❡ ❞❡ '♦♠♠❡'
❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✿
[f ′(W ),W ]t =
N∑
i=1
lim
n→∞
n∑
k=1
(
f ′(W k
n
)− f ′(W k−1
n
)
)
·
(
W k
n
−W k−1
n
)
✭✼✮
①✐✈ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
◆♦✉& '(❛❜❧✐,♦♥& ❞❡& ❧✐❡♥& ❞✐,❡❝(& ❡♥(,❡ ❝❡& (,♦✐& ❞❡,♥✐❡,& ,'&✉❧(❛(& ✭❢♦,♠✉❧❡&
❞❡ ❚❛♥❛❦❛✱ ❞❡ ❇♦✉❧❡❛✉✲❨♦, ❡( ❞❡ ❋;❧❧♠❡,✲<,♦((❡,✲❙❤✐,②❛❡✈✮ ❡( ❧❡& ♥A(,❡&❀ ♥♦✉&
,❡✈✐❡♥❞,♦♥& &✉, ❝❡ ♣♦✐♥( ♣❧✉& (❛,❞✳ ▼❡♥(✐♦♥♥♦♥& '❣❛❧❡♠❡♥( ✉♥ ❞❡,♥✐❡, ,'&✉(❛( ❞✉
♠G♠❡ (②♣❡✱ ✈♦✐, ❬✷✷❪ ♦✉ ❬✶✷❪✱ ❜✐❡♥ L✉✬✐❧ &♦✐( ♠♦✐♥& ❞✐,❡❝(❡♠❡♥( ❧✐' N ♥♦(,❡ '(✉❞❡✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✶✳✷✳✺✳ ❙♦✐❡♥% W ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥% ❜*♦✇♥✐❡♥ , ✈❛❧❡✉*/ ❞❛♥/ Rd ❡%
f ∈ W 2,1 (Rd)✳ ❆❧♦*/ ✐❧ ❡①✐/%❡ ✉♥❡ ✉♥✐4✉❡ ❞5❝♦♠♣♦/✐%✐♦♥✿
f(Wt) = f(0) +Mt(f) +Nt(f) ✭✽✮
♦9 M(f) ❡/% ✉♥❡ ♠❛*%✐♥❣❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❝❛**5 ✐♥%5❣*❛❜❧❡ ❡% N(f) ❡/% ✉♥ ♣*♦❝❡//✉/
❝♦♥%✐♥✉✱ ❛❞❞✐%✐❢✱ ❞✬5♥❡*❣✐❡ ♥✉❧❧❡✳
✵✳✶✳✸ ▲❡ ❝❛( ❞❡( ❊❉❙
■❧ ❡①✐&(❡ '❣❛❧❡♠❡♥( ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉① ,'&✉❧(❛(& ♣❡,♠❡((❛♥( ❞✬'❝,✐,❡ ✉♥❡ ❢♦,♠✉❧❡ ❞✬■(A
♣♦✉, f ∈ W p,1 ♣♦✉, ❞❡& ♣,♦❝❡&&✉& ♣❧✉& ❣'♥',❛✉① L✉❡ ❧❡ &❡✉❧ ♠♦✉✈❡♠❡♥( ❜,♦✇♥✐❡♥✳
❊♥ ❣'♥',❛❧ ✐❧ ❡&( ♥'❝❡&&❛✐,❡ ❞❡ ❢❛✐,❡ ✉♥❡ ❤②♣♦(❤T&❡ ❞✬❡❧❧✐♣(✐❝✐(' &✉, ❧❡ ♣,♦❝❡&&✉& X✳
<♦✉, ❧❡ ,'&✉❧(❛( &✉✐✈❛♥(✱ ♦♥ &❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝(✐♦♥& b ❡( σ ♣♦✉, ❧❡&L✉❡❧❧❡& ✐❧ ❡①✐&(❡
✉♥❡ ❝♦♥&(❛♥(❡ ❈ (❡❧❧❡ L✉❡ ♣♦✉, (♦✉& x, y ∈ RN ✿
sup
t≥0
|b(t, x)− b(t, y)| ≤ C ·|x− y| ✭✾✮
sup
t≥0
|σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ C ·|x− y| ✭✶✵✮
❆❧♦,&✱ ✐❧ ❡①✐&(❡ ✉♥❡ ✉♥✐L✉❡ &♦❧✉(✐♦♥ ❢♦,(❡ N ❧✬'L✉❛(✐♦♥ ❞✐✛✬❡,❡♥(✐❡❧❧❡ &(♦❝❤❛&(✐L✉❡✿
Xt = X0 +
∫ t
0
b(s,Xs)ds+
∫ t
0
σ(s,Xs)dWs ✭✶✶✮
❖♥ ♥♦(❡ ❡♥✜♥ A ❧❡ ❣'♥',❛(❡✉, ❞✉ ♣,♦❝❡&&✉&❀ &✐ a = σ ·t σ✿
A =
∑
bi · ∂i + 1
2
·
∑
aij · ∂ij ✭✶✷✮
❆✈❡❝ ❝❡& ♥♦(❛(✐♦♥&✱ ❬✸✽❪ '(❛❜❧✐(✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✶✳✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦/♦♥/ 4✉❡ b ❡% σ /♦✐❡♥% ❜♦*♥5/ ♣*❡/4✉❡ />*❡♠❡♥% ❡% 4✉❡
A /♦✐% ✉♥✐❢♦*♠5♠❡♥% ❡❧❧✐♣%✐4✉❡✱ ❝✬❡/% , ❞✐*❡ 4✉✬✐❧ ❡①✐/%❡ ✉♥❡ ❝♦♥/%❛♥%❡ C %❡❧❧❡ 4✉❡
♣♦✉* %♦✉% ξ ∈ RN ✿
(A · ξ, ξ) =
∑
i,j
aijξiξj ≥ C · ‖ξ‖2 ✭✶✸✮
❆❧♦*/✱ ♣♦✉* %♦✉% f ∈ W 2,2✱ ♦♥ ♣❡✉% 5❝*✐*❡ ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡ ❞✬■%@ ♣♦✉* f(Xt) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥/
❧❡ ❝❛/ C2✳
✵✳✷✳ ❆$$❖❘❚❙ ❉❯ ❈❆▲❈❯▲ ❉❊ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ①✈
▲✬✐❞&❡ ❞❡ ❧❛ ♣+❡✉✈❡✱ .✉❡ ♥♦✉1 +&✉2✐❧✐1❡+♦♥1✱ ❡12 .✉❡ ❧❡1 ❢♦♥❝2✐♦♥1 ❞❡ W 2,2 ♣❡✉✲
✈❡♥2 62+❡ ❛♣♣+♦❝❤&❡1 ♣❛+ ❞❡1 ❢♦♥❝2✐♦♥1 C2✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥2 ❝❡1 ✐❞&❡1 ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡1 ❞❡
❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ❞❡ ❋=❧❧♠❡+✲>+♦22❡+✲❙❤✐+②❛❡✈✱ ❝❡+2❛✐♥ ❛✉2❡✉+1 ✭✈♦✐+ ❬✻❪✱ ❬✼❪ ♦✉ ❬✺❪✱ ♣❛+ ❡①✲
❡♠♣❧❡✮ ♣+♦✉✈❡♥2 ❞❡1 ❢♦+♠✉❧❡1 ❞✬■2I ♣♦✉+ ❞❡1 ♣+♦❝❡11✉1 ❡❧❧✐♣2✐.✉❡1 ❡2 ❞❡1 ❢♦♥❝2✐♦♥1
W 1,p✳ ■❧ ❡①✐12❡ &❣❛❧❡♠❡♥2 ❞❡1 +&1✉❧2❛21 ♣♦✉+ ❧❡ ❝❛1 ♦K X ❡12 ✉♥❡ 1❡♠✐♠❛+2✐♥❣❛❧❡✳
✵✳✷ ❆♣♣♦&'( ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥
◆♦✉1 ♥♦✉1 ♣+♦♣♦1♦♥1 ❞✬&2❛❜❧✐+ ✉♥ +&1✉❧2❛2 ❡♥❝♦+❡ ♣❧✉1 ❣&♥&+❛❧✿ ❡♥ ❡✛❡2 ♥♦✉1
+❡♠♣❧❛❝❡+♦♥1 ❧❛ ❢♦♥❝2✐♦♥ ♣❛+ ✉♥❡ ❞✐12+✐❜✉2✐♦♥ 2❡♠♣&+&❡✳ ❆✈❛♥2 ❞✬&♥♦♥❝❡+ ♥♦2+❡
2❤&♦+P♠❡✱ ✐❧ ♥♦✉1 ❢❛✉2 ❢❛✐+❡ .✉❡❧.✉❡1 +❛♣♣❡❧1 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥✱ 2❤&♦+✐❡ .✉✐
1❡+❛ ❛✉ ❝❡♥2+❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛+2 ❞❡1 ♣+❡✉✈❡1 ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥2✳ ▲❡1 +&1✉❧2❛21 ❝✐✲❞❡11♦✉1
1♦♥2 ❧✬♦❜❥❡2 ❞❡ +❛♣♣❡❧1 ♣❧✉1 ❞&2❛✐❧❧&1 ❛✉ ❝♦✉+1 ❞✉ ❝❤❛♣✐2+❡ ✶❀ ♣❛+ ❛✐❧❧❡✉+1 ♥♦✉1 ♥♦✉1
1♦♠♠❡1 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✐♥1♣✐+&1✱ ♥♦2❛♠♠❡♥2✱ ❞❡ ❬✹✺❪✱ ❬✺✸❪✱ ❬✷✺❪✱ ❬✻✻❪✱ ❬✺✺❪✱ ❬✺✻❪✱ ❬✼✺❪ ❡2
❬✹✹❪✳
✵✳✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧) ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥
>❧❛X♦♥1✲♥♦✉1 1✉+ ❧✬❡1♣❛❝❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡+ W ❞❡1 ❢♦♥❝2✐♦♥1 ❝♦♥2✐♥✉❡1 1✉+ [0, 1]✱ ♥✉❧❧❡1 ❡♥
0✱ Z ✈❛❧❡✉+1 ❞❛♥1 ✉♥ ❡1♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡+2 X✳ ▼✉♥✐11♦♥1 W ❞❡ 1❛ 12+✉❝2✉+❡ ❤❛❜✐2✉❡❧❧❡
❞✬❡1♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ❡2 ❞❡ ❧❛ ♠❡1✉+❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡+ µ✱ ❧♦✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥2 ❜+♦✇♥✐❡♥
1✉+ X✳ ▲✬♦❜❥❡2 ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❡12 ❧❛ ❝♦♥12+✉❝2✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②1❡ ❞❡ 2②♣❡
❙♦❜♦❧❡✈✱ ❡2 ❡♥ ♣❛+2✐❝✉❧✐❡+ ❞✬✉♥ ❣+❛❞✐❡♥2 ❛✉ 1❡♥1 Lp 1✉+ (W,µ)✳
◆♦✉1 ♥♦✉1 ✐♥2&+❡11♦♥1 ❛✉① ❞&+✐✈&❡1 ❛✉① 1❡♥1 ❢❛✐❜❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡1♣❛❝❡ H✱ ❞✐2
❡1♣❛❝❡ ❞❡ ❈❛♠❡+♦♥✲▼❛+2✐♥✱ ❞❡1 ♣+✐♠✐2✐✈❡1 ❞❡ ❢♦♥❝2✐♦♥1 L2 ([0, 1], X)✳ ❊♥ ❡✛❡2 H
❡12 ✉♥ 1♦✉1✲❡1♣❛❝❡ ❞❡♥1❡ ❞❡ W ✱ ❡2 ❧❡ 2❤&♦+P♠❡ ❞❡ ●✐+1❛♥♦✈ ❛11✉+❡ .✉❡ ❧❛ ♠❡1✉+❡ ❞❡
❲✐❡♥❡+ ❡12 .✉❛1✐✲✐♥✈❛+✐❛♥2❡ ♣❛+ ❧❛ 2+❛♥1❧❛2✐♦♥ ♣❛+ h ∈ W 1✐ ❡2 1❡✉❧❡♠❡♥2 1✐ h ∈ H✳
❙♦✐❡♥2 ❛❧♦+1 W ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥2 ❜+♦✇♥✐❡♥ 1✉+ X✱ 0 ≤ t1 < · · · < tn ≤ 1✱ Y ✉♥ ❛✉2+❡
❡1♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡+2 ❡2 f : Xn 7→ Y ❞&+✐✈❛❜❧❡✳ ◆♦✉1 ✐♥2+♦❞✉✐1♦♥1 ❧❛ ❢♦♥❝2✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐2❡
❝②❧✐♥❞+✐.✉❡ F = f (Bt1 , · · ·Btn) ❛✐♥1✐ .✉❡ 1❛ ❞&+✐✈&❡ ❛✉ 1❡♥1 ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥✿
∇F = h 7→
n∑
i=1
(∂if) (Bt1 , · · ·Btn)⊗ h˙(ti) ✭✶✹✮
♦K ⊗ ❞❡1✐❣♥❡ ❧❡ ♣+♦❞✉✐2 2❡♥1♦+✐❡❧ ❡♥2+❡ ❡1♣❛❝❡1 ❞❡ ❍✐❧❜❡+2✱ 1✐ ❜✐❡♥ .✉❡✿
∇F ∈ Y ⊗H ≈ L (H, Y ) ✭✶✺✮
❡12 ❧❛ ❞✐✛&+❡♥2✐❡❧❧❡ ❛✉ 1❡♥1 Lp ❞❡ F ✳ ▲❛ ❞❡♥1✐2& ❞❛♥1 Lp ❞❡1 ❢♦♥❝2✐♦♥♥❡❧❧❡1 ❝②❧✐♥✲
❞+✐.✉❡1 ❡2 ❧❛ ♣+♦♣+✐&2& ❞❡ .✉❛1✐ ✐♥✈❛+✐❛♥❝❡ ❞❡ µ ♣❡+♠❡22❡♥2 ❞❡ ♠♦♥2+❡+ ❧❛ ❢❡+♠❛✲
❜✐❧✐2& ❞❡ ∇ ❛✐♥1✐ .✉❡ ❧❛ ❞❡♥1✐2& ❞❡ 1❡1 ❞♦♠❛✐♥❡1 ❞❡ ❢❡+♠❡2✉+❡ Dp,1 := domLp (∇)✳
①✈✐ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❈❡% ❞♦♠❛✐♥❡% ❞❡ ❢❡,♠❡-✉,❡ %♦♥- ❧❡% ❡%♣❛❝❡% ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❞✬♦,❞,❡ ✶❀ ❧❡% ❝♦♥%-,✉❝-✐♦♥%
7-❛♥- ✈❛❧❛❜❧❡% ♣♦✉, ❞❡% ❡%♣❛❝❡% ❞❡ ❍✐❧❜❡,- 9✉❡❧❝♦♥9✉❡% ♦♥ ❞7✜♥✐- ❞❡ ♠;♠❡ ❞❡%
❣,❛❞✐❡♥-% ✐-7,7% ❡- ❞❡% ❡%♣❛❝❡% ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❞✬♦,❞,❡ %✉♣7,✐❡✉,✳ ❖♥ ❧❡% ♠✉♥✐- ❞❡ ❧❛
♥♦,♠❡✿
‖F‖Dp,k = ‖F‖domLp(∇k) = ‖F‖Lp(X) + ‖∇
kF‖Lp(X⊗H⊗k) ✭✶✻✮
❖♥ ♣❡✉- 7❣❛❧❡♠❡♥- ❝♦♥%-,✉✐,❡ ❧❛ ❞✐✈❡,❣❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❛❞❥♦✐♥- ❞✉ ❣,❛❞✐❡♥-✿
δ = ∇∗ : Dp,1(H)→ Lp(X) ✭✶✼✮
◆♦-♦♥% ❛✉ ♣❛%%❛❣❡ 9✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡,❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣,♦❝❡%%✉% ,7❣✉❧✐❡, ❡- ❛❞❛♣-7 ❝♦F♥❝✐❞❡
❛✈❡❝ %♦♥ ✐♥-7❣,❛❧❡ %-♦❝❤❛%-✐9✉❡✱ ❝❡ 9✉✐ ♣❡,♠❡- ✉♥❡ ❡①-❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ❞✬■-J
K ❞❡% %❡♠✐♠❛,-✐♥❣❛❧❡% ♥♦♥✲❛❞❛♣-7❡% ✭❝❢ ❬✺✹❪ ♦✉ ❬✺✸❪✮❀ ♥♦✉% ,❡✈✐❡♥❞,♦♥% %✉, ❝❡%
♥♦-✐♦♥%✳
R✉✐%✱ ♦♥ ✐♥-,♦❞✉✐- ❧✬♦♣7,❛-❡✉, ❞✬❖,♥%-❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ L = δ ◦ ∇✳ ▲✬♦♣♣♦%7
❞❡ ❝❡- ♦♣7,❛-❡✉, ❡%- ❧❡ ❣7♥7,❛-❡✉, ❞✬✉♥ %❡♠✐ ❣,♦✉♣❡ ❞❡ ❝♦♥-,❛❝-✐♦♥ %✉, Lp✱ ❞✐-
❞✬❖,♥%-❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦✳ ▲✬7-✉❞❡ ❞❡ ❝❡ %❡♠✐✲❣,♦✉♣❡ ♣❡,♠❡- ❞❡ ❝♦♥%-,✉✐,❡ ❞❡% ♣✉✐%✲
%❛♥❝❡% ❢,❛❝-✐♦♥♥❛✐,❡% ❞❡ -♦✉- ♦,❞,❡ ,7❡❧ ❞❡ Id+L ❡- ❞✬7-❛❜❧✐, ❧❡% ✐♥7❣❛❧✐-7% ❞❡ ▼❡②❡,
9✉✐ ❛%%✉,❡♥- 9✉❡ ❧❛ ♥♦,♠❡ ✉%✉❡❧❧❡ ❡- ❧❛ ♥♦,♠❡
∥∥∥(Id+ L)k/2 F∥∥∥
Lp
%♦♥- 79✉✐✈❛❧❡♥-❡%✳
❈❡❝✐ ♣❡,♠❡- ❞✬7-❡♥❞,❡ ❧❛ ♥♦-✐♦♥ ❞✬❡%♣❛❝❡ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ K ❞❡% ♦,❞,❡% ❞❡ ❞7,✐✈❛-✐♦♥
❢,❛❝-✐♦♥♥❛✐,❡% ♦✉ ♥7❣❛-✐❢%✳ ❖♥ ♣,♦✉✈❡ ❡♥ ♦✉-,❡ 9✉❡ ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ D
p,k
❡%- D
p∗,−k
✳
✵✳✷✳✷ ■♥%&❣(❛%✐♦♥, ♣❛( ♣❛(%✐❡, ❡% ❢♦(♠✉❧❡ ❞✬■%5 ❢❛✐❜❧❡
■♥-,♦❞✉✐%♦♥% ♠❛✐♥-❡♥❛♥- D ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ✈❛,✐❛❜❧❡% ❛❧7❛-♦✐,❡% ❛♣♣❛,-❡♥❛♥- K -♦✉% ❧❡%
❡%♣❛❝❡% ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✿ ✐❧ %✬❛❣✐- ❞✬✉♥ ❡%♣❛❝❡ ❞❡ ✈❛,✐❛❜❧❡% ❛❧7❛-♦✐,❡% -❡%-✱ -,X% ,7❣✉❧✐X,❡%✳
❙♦♥ ❞✉❛❧ D
′
❡%- ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ❞✐%-,✐❜✉-✐♦♥% ❞❡ ▼❡②❡, ✭❢♦,♠❡% ❧✐♥7❛✐,❡% %✉, ❛✉ ♠♦✐♥%
❧✬✉♥ ❞❡% ❡%♣❛❝❡% ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈✮✳ ■❧ ❡%- ♣♦%%✐❜❧❡ ❞✬7-❡♥❞,❡ ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉① ♦❜❥❡-% ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ✭❣,❛❞✐❡♥-✱ ❞✐✈❡,❣❡♥❝❡✳✳✳✮ K ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ❞✐%-,✐❜✉-✐♦♥% ❞❡ ▼❡②❡,✱
❞❡ ♠;♠❡ 9✉✬♦♥ 7-❡♥❞ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐✛7,❡♥-✐❡❧ %✉, R
n
❛✉① ❞✐%-,✐❜✉-✐♦♥% -❡♠♣7,7❡%
♣❛, ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ✈❛✉- 7❣❛❧❡♠❡♥- ♣♦✉, ❧❡% ♠7-❤♦❞❡% ❞❡ ❞7♠♦♥%-,❛-✐♦♥✿
❞❡% ,7%✉❧-❛-% %♦♥- 7-❛❜❧✐% %✉, ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ❢♦♥❝-✐♦♥% -❡%-% ❡- 7-❡♥❞✉% ♣❛, ❞❡♥%✐-7 K
❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ❞✐%-,✐❜✉-✐♦♥%✳
❖♥ %✬✐♥-7,❡%%❡,❛ ❡♥ ♣❛,-✐❝✉❧✐❡, K ❧❛ ❢♦,♠✉❧❡ ❞✬✐♥-7❣,❛-✐♦♥ ♣❛, ♣❛,-✐❡% %✉✐✈❛♥-❡✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✷✳✷✳✶✳ ❙♦✐❡♥% X, Y ∈ D ❡% f ∈ C1b ✳ ❖♥ ❞)✜♥✐% ❧❛ ♠❛%.✐❝❡ ❞❡ ▼❛❧❧✐✲
❛✈✐♥ Σ ❞❡ X ♣❛.✿
Σij(X) = (∇Xi,∇Xj)H ✭✶✽✮
❡% ♦♥ 5✉♣♣♦5❡ 7✉❡ X ❡5% ♥♦♥✲❞)❣)♥).)❡✱ ❝✬❡5% ; ❞✐.❡ 7✉❡✿
γ(X) := Σ(X)−1 ∈
⋂
1<p<∞
Lp ✭✶✾✮
✵✳✷✳ ❆$$❖❘❚❙ ❉❯ ❈❆▲❈❯▲ ❉❊ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ①✈✐✐
❆❧♦#$✿
E [∂if(X) · Y ] = E [f(X) · li(Y,X)] ✭✷✵✮
♦&
li(Y,X) = δ
(
Y ·
N∑
i=1
γij(X) ·Xj
)
✭✷✶✮
❈❡ *+,✉❧/❛/ ♣❡*♠❡/ ❞❡ ❞+✜♥✐* f ′(X) ∈ D′ ♣❛* ❞✉❛❧✐/+ ♣♦✉* X ∈ D✱ ✈❛*✐❛❜❧❡
❛❧+❛/♦✐*❡ ♥♦♥✲❞+❣+♥+*+❡ ,✉* ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡* ❡/ f ✉♥❡ ❢♦♥❝/✐♦♥ /❡❧❧❡ ?✉❡ f ′ ♥✬❡,/
❞+✜♥✐❡ ?✉✬❛✉ ,❡♥, ❞❡, ❞✐,/*✐❜✉/✐♦♥,✳ A❧✉, ♣*+❝✐,+♠❡♥/✱ ♣❛* ✉♥❡ *+❝✉**❡♥❝❡ ,✐♠✲
♣❧❡ ❢♦♥❞+❡ ,✉* ❧❡ /❤+♦*C♠❡ ♣*+❝+❞❡♥/ ❡/ ❧❡ ❢❛✐/ ?✉❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❞✐,/*✐❜✉/✐♦♥,
/❡♠♣+*+❡, ,✬♦❜/✐❡♥/✱ ♣♦✉* /♦✉/ 1 < p <∞✱ ❝♦♠♠❡✿
S ′ =
⋃
k∈N
(
Id+X2 −∆)−k (Lp) ✭✷✷✮
✐❧ ❛ +/+ +/❛❜❧✐ ❞❛♥, ❬✽✶❪ ?✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉/ ❞+✜♥✐* T ◦ X ∈ D′ ♣♦✉* /♦✉/ X ∈ D ♥♦♥✲
❞+❣+♥+*+❡ ❡/ T ∈ S ′✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣❡*♠✐, ❞✬♦❜/❡♥✐* ❧✬❡①/❡♥,✐♦♥ ,✉✐✈❛♥/❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦*♠✉❧❡
❞✬■/I✱ ✈♦✐* ❬✼✽❪✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✷✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥+ b ❡+ σ ❞❡✉① ♣#♦❝❡$$✉$ $+♦❝❤❛$+✐3✉❡$ ❛❞❛♣+4$ 5 ❧❛ ✜❧+#❛✲
+✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ❜#♦✇♥✐❡♥ W ❀ ♦♥ $✉♣♣♦$❡✱ ♣♦✉# +♦✉$ p ❡+ k✿
∫ t
0
‖bs‖pDp,kds < ∞ ✭✷✸✮∫ t
0
‖σs‖pDp,kds < ∞ ✭✷✹✮
❡+ ♦♥ ✐♥+#♦❞✉✐+✿
Xt = X0 +
∫ t
0
bsds+
∫ t
0
σsdWs ✭✷✺✮
❙♦✐+ Σs ❧❛ ♠❛+#✐❝❡ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❞❡ Xs❀ ♦♥ $✉♣♣♦$❡ ❡♥ ♦✉+#❡✿
∫ t
0
‖Σ−1s ‖pLpds <∞ ✭✷✻✮
♦✉✱ ❝❡ 3✉✐ #❡✈✐❡♥+ ❛✉ ♠?♠❡✿
∫ t
0
∥∥∥∥ 1detΣs
∥∥∥∥
p
Lp
ds <∞ ✭✷✼✮
①✈✐✐✐ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❆❧♦#$ ♣♦✉# '♦✉' ǫ > 0 ♦♥ ❛✿
T (t) ◦Xt − T (ǫ) ◦Xǫ = M (ǫ)t +
∑
i
∫ t
ǫ
bi(u) · (∂iTu) ◦Xudu
+
1
2
∑
i,j
∫ t
ǫ
aij(u) · (∂ijTu) ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
T (du) ◦Xu ✭✷✽✮
❛✈❡❝✱ ❡♥ ✉'✐❧✐$❛♥' ❧❛ ♥♦'❛'✐♦♥ ❞❡$ ✐♥'1❣#❛❧❡$ $'♦❝❤❛$'✐4✉❡$ ♣♦✉# ❧❛ ❞✐✈❡#❣❡♥❝❡✿
M
(ǫ)
t =
∑
j
∫ t
ǫ
∑
i
[bi(u) · (∂iTu) ◦Xu] dW ju ✭✷✾✮
▲❛ ♣+❡✉✈❡ ❞❡ ❬✼✽❪ ❡23 ❢♦♥❞7❡ 2✉+ ❧❛ 23✉❝3✉+❡ ❞✬❡2♣❛❝❡ ❞❡ ❋+7❝❤❡3 ♥✉❝❧7❛✐+❡ ❞❡
S ′✳ ❊♥ ❡✛❡3✱ ♦♥ ♣❡✉3 ❛❧♦+2 ❛♣♣❧✐A✉❡+ ❧❡ 3❤7♦+B♠❡ ❞❡ ●+♦3❤❡♥❞✐❡❝❦ ♣♦✉+ ♦❜3❡♥✐+
✉♥❡ +❡♣+72❡♥3❛3✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ Tt ❞✉ 3②♣❡✿
Tt =
∞∑
n=1
λn · Vn(t) · Tn ✭✸✵✮
♦K (λn) ∈ l1✱ (Vn) ❡23 ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❜♦+♥7❡ ❞❡ ❢♦♥❝3✐♦♥2 L ✈❛+✐❛3✐♦♥2 ❜♦+♥7❡2 2✉+ R
❡3 (Tn) ❡23 ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✉♥✐❢♦+♠7♠❡♥3 ❝♦♥3✐♥✉❡ ❞❡ S ′✳ ❖♥ ✈♦✐3 ❛❧♦+2 A✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉3
❝❤♦✐2✐+ k 3❡❧ A✉❡ φt := (Id+X
2 − δ)−k Tt 2♦✐3 ✉♥❡ ❢♦♥❝3✐♦♥ C2 ❡♥ ❡2♣❛❝❡ ❞❡ ❢❛N♦♥
✐♥❞7♣❡♥❞❛♥3❡ ❞❡ t❀ ❞❡ ♣❧✉2✱ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥✿
(t, x) 7→ φt(x) =
((
Id+X2 − δ)−k Tt) (x) ✭✸✶✮
❡23 ❛❧♦+2 L ✈❛+✐❛3✐♦♥ ❜♦+♥7❡ ❡♥ 3❡♠♣2 ✭❡3 C2 ❡♥ ❡2♣❛❝❡✮✳ ▲❡ +72✉❧3❛3 ❡23 ✜♥❛❧❡♠❡♥3
♦❜3❡♥✉ ❡♥ ❛♣♣❧✐A✉❛♥3 ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ❞✬■3S ❝❧❛22✐A✉❡ L ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ φ ❡3 ❡♥ ✧✐♥✈❡+2❛♥3✧
❧❡2 ✐♥37❣+❛3✐♦♥2 ♣❛+ ♣❛+3✐❡2✳
✵✳✸ ❆♣♣♦&'( ❞❡ ❝❡ '&❛✈❛✐❧
❙✐ ❧✬✐♥37+W3 3❤7♦+✐A✉❡ ❞❡2 +72✉❧3❛32 ❞✉ ♣❛+❛❣+❛♣❤❡ ♣+7❝7❞❡♥3 ❡23 ❝❧❛✐+✱ ♦♥ ✈♦✐3 7❣❛❧❡✲
♠❡♥3 A✉❡ ❧❡2 ❤②♣♦3❤B2❡2 ❢❛✐3❡2 ✭❧❡2 ✈❛+✐❛❜❧❡2 ❛❧7❛3♦✐+❡2 ❞♦✐✈❡♥3 W3+❡ ❞❛♥2 D✮ 2♦♥3
3+♦♣ ❢♦+3❡2 ♣♦✉+ ❧❡2 ❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥2 ♣+❛3✐A✉❡2✳ ❆✉ ❝♦✉+2 ❞❡ ❝❡ 3+❛✈❛✐❧✱ ♦♥ 2✬❡23 ❞♦♥❝ ❛3✲
3❛❝❤7 L ❧❡2 ❛✛❛✐❜❧✐+✳ ▲❡2 ❞❡✉① ♣+❡♠✐❡+2 ❝❤❛♣✐3+❡2 ❞❡ ❝❡33❡ 3❤B2❡ ❢♦✉+♥✐22❡♥3 ❧❡2 ♦✉3✐❧2
♥7❝❡22❛✐+❡2 L ❧❛ ♣♦✉+2✉✐3❡ ❞❡ ❝❡3 ♦❜❥❡❝3✐❢✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐3+❡ ✶✱ ♦♥ ❢❛✐3 ❞❡2 +❛♣♣❡❧2 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥✱ ❝❡33❡ 3❤7♦+✐❡ ✐♥3❡+✈❡♥❛♥3 ❞❛♥2 ❧❛ ♠❛❥♦+✐37 ❞❡ ♥♦2 ♣+❡✉✈❡2✳ ❉✬❛✉3+❡2
✵✳✸✳ ❆$$❖❘❚❙ ❉❊ ❈❊ ❚❘❆❱❆■▲ ①✐①
♣❛♥% ❞❡% ♠❛)❤+♠❛)✐,✉❡% ✐♥)❡.✈✐❡♥♥❡♥) +❣❛❧❡♠❡♥)✿ ❡%♣❛❝❡% ✈❡❝)♦.✐❡❧% )♦♣♦❧♦❣✐,✉❡%✱
✐♥)+❣.❛)✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝)✐♦♥% 7 ✈❛❧❡✉.% ❇❛♥❛❝❤✱ ✐♥)❡.♣♦❧❛)✐♦♥✱ )❤+♦.✐❡ ❞❡% %❡♠✐✲❣.♦✉♣❡%✱
+,✉❛)✐♦♥% ❛✉ ❞+.✐✈+❡% ♣❛.)✐❡❧❧❡%✳✳✳ ❖♥ ❢❛✐) ❧❡% .❛♣♣❡❧% ♥+❝❡%%❛✐.❡% 7 ♥♦).❡ +)✉❞❡ ❞❛♥%
❧❡% ❛♣♣❡♥❞✐❝❡% ❝♦..❡%♣♦♥❞❛♥)%✱ ♦< ❧✬♦♥ ❢♦✉.♥✐) +❣❛❧❡♠❡♥) ❞❡% .+❢+.❡♥❝❡%✳ ❉❛♥% ❧❡
❝❤❛♣✐).❡ ✷✱ ♦♥ +)✉❞✐❡ ❧❛ %).✉❝)✉.❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛%%❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛.)③ ❡) ❞❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❞❡% ❞✐%✲
).✐❜✉)✐♦♥% )❡♠♣+.+❡% ❡♥ )❛♥) ,✉✬❡%♣❛❝❡% ✈❡❝)♦.✐❡❧% )♦♣♦❧♦❣✐,✉❡% ✭✈♦✐. ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡
❬✻✺❪✱ ❬✷✸❪✱ ❬✻✶❪✱ ❬✺✾❪✱ ❬✻✾❪✳✳✳✮ ❊♥ ♣❛.)✐❝✉❧✐❡.✱ ♦♥ ❝♦♥%).✉✐) ❧❡% ♣✉✐%%❛♥❝❡% ❢.❛❝)✐♦♥♥❛✐.❡%
❞❡ ❧✬♦♣+.❛)❡✉.✿
K := Id+X2 −∆ ✭✸✷✮
♣❛. ❞❡% ♠+)❤♦❞❡% ❞✬✐♥)❡.♣♦❧❛)✐♦♥ ❞❡ %❡♠✐✲❣.♦✉♣❡% ❡) ♦♥ ✐♥).♦❞✉✐) ❧❡% ❡%♣❛❝❡%✿
Sp,s = domLp
(Ks/2) ✭✸✸✮
▲❡✉. ✐♥)+.O) ❡%) ,✉❡ ❧✬♦♥ ❛✿
S =
⋂
p,s
Sp,s ✭✸✹✮
❡)✿
S ′ =
⋃
p,s
Sp,s ✭✸✺✮
❈❡% ✉♥✐♦♥% ❡♥%❡♠❜❧✐%)❡% ❞+✜♥✐%%❡♥) +❣❛❧❡♠❡♥) ✉♥❡ )♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬❡%♣❛❝❡ ❞❡ ❋.+❝❤❡)
%✉. S ❡) ❞❡ ❞✉❛❧ ❞✬❡%♣❛❝❡ ❞❡ ❋.+❝❤❡) %✉. S ′ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡%) ❡①♣❧✐,✉+ ❞❛♥% ❧❡ )❤+♦.T♠❡
✷✳✸✳✵✳✸✳
❈❡ %♦♥) %✉. ❧❡% +❧+♠❡♥)% ❞+✈❡❧♦♣♣+% ❞❛♥% ❧❡% ❞❡✉① ♣.❡♠✐❡.% ❝❤❛♣✐).❡% ❡) ❧❡%
❛♣♣❡♥❞✐❝❡% ,✉❡ ♥♦✉% ♥♦✉% ❛♣♣✉②♦♥% ♣♦✉. +)❛❜❧✐.✱ ❛✉ ❝♦✉.% ❞✉ ❝❤❛♣✐).❡ ✸✱ ❞❡ ♥♦♠✲
❜.❡✉① ❧❡♠♠❡% )❡❝❤♥✐,✉❡% ,✉✐ ♦♥) ✉♥ ✐♥)+.O) ♣.♦♣.❡✳ ◆♦✉% ♣♦✉✈♦♥% ❛✐♥%✐ +)❛❜❧✐. ❞❡%
❡①)❡♥%✐♦♥% ❞❡ ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ ❞✬■)Y ❞❛♥% ❧❡ ❝❤❛♣✐).❡ ✹ ❡) ❡♥ ❞+✈❡❧♦♣♣❡. ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥
7 ✉♥ ♣.♦❜❧T♠❡ ✈❛.✐❛)✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❝❤❛♣✐).❡ ✺✳
✵✳✸✳✶ ❘%&✉❧)❛)& ❞✬✐♥)%❣0❛)✐♦♥ ♣❛0 ♣❛0)✐❡&
▲❡% ♦✉)✐❧% ✉❡ ♥♦✉% ✈❡♥♦♥% ❞❡ ♣.+%❡♥)❡. ♣❡.♠❡))❡♥) ❞❡ ♣.♦✉✈❡. ❧❡ )❤+♦.T♠❡ ❝✐✲
❞❡%%♦✉%✱ ,✉✐ ❡%) ❧❡ .+%✉❧)❛) ♣.✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❝❤❛♣✐).❡ ✸❀ ✐❧ %✬❛❣✐) ❞✉ )❤+♦.T♠❡ ✸✳✷✳✵✳✶✸
,✉❡ ♥♦✉% .❡♣.♦❞✉✐%♦♥% ✐❝✐✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✶✳✶✳ ❙♦✐# F ∈ D∞−,1+δ ❛✈❡❝ δ > 0 ✉♥❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❛❧-❛#♦✐*❡ ♥♦♥✲
❞-❣-♥-*-❡ 1 ✈❛❧❡✉*2 ❞❛♥2 R
N
✳ ❖♥ 2✉♣♣♦2❡ 6✉❡ X ❛❞♠❡# ✉♥❡ ❞❡♥2✐#- ❜♦*♥-❡ pX ✳
❆❧♦*2 ♣♦✉* #♦✉# δ′ < δ ❛♥❞ 1 < p < p′ < ∞ ♦♥ ♣❡✉# #*♦✉✈❡* q, r > 1 ❡# θ > 0 #❡❧2
6✉✬♦♥ ❛✐# ❧✬❡2#✐♠❛#✐♦♥ 2✉✐✈❛♥#❡ ♣♦✉* #♦✉2 φ ∈ S(RN)✿
‖φ◦F‖Dp,−δ ≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥
q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
q
Lq
]2m
· ‖F‖θ
Dr,1+δ′
· ‖pF‖∞ · ‖φ‖Sp′,−δ′
✭✸✻✮
①① ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
■❝✐ C ❡$% ✉♥❡ ❝♦♥$%❛♥%❡ ✉♥✐✈❡+$❡❧❧❡ ❞.♣❡♥❞❛♥% ❞❡ p, δ, δ′, q, r, θ✳✳✳ ♠❛✐$ ♣❛$ ❞❡ X ♦✉
❞❡ φ✳ ❊♥ ♣❛+%✐❝✉❧✐❡+ ♣♦✉+ %♦✉% T ∈ Sp′,−δ′✱ T ◦ F ♣❡✉% 4%+❡ ❞.✜♥✐ ❞❛♥$ Dp,−δ ❡% ♦♥
❛ ❡♥❝♦+❡ ❧❡ ❝♦♥%+6❧❡ ❝✐✲❞❡$$✉$✳
!♦✉$ ♣$♦✉✈❡$ ❝❡ $)*✉❧,❛,✱ ♦♥ *✬❛♣♣✉✐❡ ❡♥ ♣❛$,✐❝✉❧✐❡$ *✉$ ,$♦✐* ❧❡♠♠❡*✳ ▲❡ ♣$❡✲
♠✐❡$ ♣❡$♠❡, ❞❡ ❝♦♥,$7❧❡$ ❧❡* ♥♦$♠❡* ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡$*❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛,$✐❝❡ ❞❡ ▼❛❧❧✐✲
❛✈✐♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛❧)❛,♦✐$❡ *✉✣*❡♠♠❡♥, $)❣✉❧✐=$❡✿
▲❡♠♠❡ ✵✳✸✳✶✳✶✳ 8♦✉+ ✉♥ ❝❡+%❛✐♥ s > 1✱ ❝♦♥$✐❞.+♦♥$ ✉♥❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❛❧.❛%♦✐+❡ ♥♦♥
❞.❣.♥.+.❡ F ∈ D∞−,s(RN) ❡% $❛ ♠❛%+✐❝❡ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ Σ✳ ❆❧♦+$ ♣♦✉+ %♦✉% 1 ≤ s′ < s✱
1
detΣ
∈ D∞−,s′−1(R) ✭✸✼✮
❉❡ ♣❧✉$✱ ♣♦✉+ %♦✉% p′ > p ✐❧ ❡①✐$%❡ ✉♥ q > 1 ❡% ✉♥ α > 0 %❡❧$ ?✉✬♦♥ ❛✐% ❧❡ ❝♦♥%+6❧❡
$✉✐✈❛♥%✿ ∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
Dp,s′−1
≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥
p
Lp′
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
p
Lp′
]
· ‖F‖α
Dq,s
✭✸✽✮
♦B k = [s] ❡% C ❡$% ✉♥❡ ❝♦♥$%❛♥%❡ ✉♥✐✈❡+$❡❧❧❡ ♥❡ ❞.♣❡♥❞❛♥% ?✉❡ ❞❡ p, p′, s, s′, q✳
▲❡ ❞❡✉①✐=♠❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡$♠❡, ❞❡ ❝♦♥,$7❧❡$ ❧❡* ♦♣)$❛,❡✉$* ❞✬✐♥,)❣$❛,✐♦♥ ♣❛$ ♣❛$✲
,✐❡*✿
▲❡♠♠❡ ✵✳✸✳✶✳✷✳ 8♦✉+ %♦✉$ p > 1 ❡% s > 0✱ ♣♦✉+ %♦✉$ p′ > p ❡% s′ > s✱
✐❧ ❡①✐$%❡ q, r > 1✱ θ > 0 ❡% ✉♥❡ ❝♦♥$%❛♥%❡ ✉♥✐✈❡+$❡❧❧❡ ♥❡ ❞.♣❡♥❞❛♥% ?✉❡ ❞❡$
♣❛+❛♠C%+❡$ ❝✐✲❞❡$$✉$ %❡❧$ ?✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐% ❧❡ ❝♦♥%+6❧❡ ❝✐✲❞❡$$♦✉$ ♣♦✉+ %♦✉%❡ ✈❛+✐❛❜❧❡
❛❧.❛%♦✐+❡ G ∈ D∞−,s+1 ❡% %♦✉%❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❛❧.❛%♦✐+❡ ♥♦♥✲❞.❣.♥.+.❡ F ∈ D∞−,s′+2✿
‖li(G,F )‖Dp,s ≤ C · ‖G‖Dp′,s+1 ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥
q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
q
Lq
]
· ‖F‖θ
Dr,s′+2
✭✸✾✮
♦B k = [s]✳
❊♥ ♣$❛,✐F✉❡✱ ♥♦✉* ❡♥ ✉,✐❧✐*❡$♦♥* ❧❛ ❣)♥)$❛❧✐*❛,✐♦♥ *✉✐✈❛♥,❡✳ ❙♦✐, mi ❧✬♦♣)$❛,❡✉$
❞❡ ♠✉❧,✐♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♣❛$ ❧❡ ♠♦♥7♠❡ Xi✳ ❈♦♥*✐❞)$♦♥* ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦♣)$❛,❡✉$* µj
♣♦✉$ j = 1, . . . ,m ,❡❧* F✉❡ ❝❤❛F✉❡ µi *♦✐, ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬✉♥ ❞❡* li✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬✉♥ ❞❡* mi✱
i = 1, . . . , N ✳ ❖♥ ❞)✜♥✐,✿
λ(G,F ) = µm(G, µm−1(G, µm−2(G, . . . , F ) . . . )) ✭✹✵✮
♣♦✉$ ✉♥❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛❧)❛,♦✐$❡ *✉✣*❡♠♠❡♥, $)❣✉❧✐=$❡ G ❡, ✉♥❡ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛❵❧)❛,♦✐$❡
*✉✣*❡♠♠❡♥, $)❣✉❧✐=$❡ ❡, ♥♦ ❞)❣)♥)$)❡ F ✳ ❖♥ ♣❡✉, ❛❧♦$* )♥♦♥❝❡$ ❧❡✿
✵✳✸✳ ❆$$❖❘❚❙ ❉❊ ❈❊ ❚❘❆❱❆■▲ ①①✐
❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✵✳✸✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥% p′ > p > 1 ❡% s′ > s > 0✳ ❖♥ ❝♦♥)✐❞+,❡ λ ❝♦♠♠❡
❝✐✲❞❡))✉)✱ ❡♥ )✉♣♣♦)❛♥% 3✉✬❛✉ ♣❧✉) n ❞❡) µj )♦✐% ❧✬✉♥ ❞❡) li✳ ❆❧♦,) ❧ ❡①✐)%❡ q, r > 1✱
θ > 0 ❡% ✉♥❡ ❝♦♥)%❛♥%❡ ✉♥✐✈❡,)❡❧❧❡ C %❡❧) 3✉✬♦♥ ❛✐% ❧❡ ❝♦♥%,9❧❡ ❝✐✲❞❡))♦✉) ♣♦✉, G
❛))❡③ ,;❣✉❧✐+,❡ ❡% F ❛))❡③ ,;❣✉❧✐+,❡ ❡% ♥♦♥✲❞;❣;♥;,;❡✿
‖λ(G,F )‖Dp,s ≤ C · ‖G‖Dp′,s+m ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥
q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
q
Lq
]m
· ‖F‖θ
Dr,s′+m+1
✭✹✶✮
♦✉> k = [s] ❡% σ ❡)% ❧❛ ♠❛%,✐❝❡ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❞❡ F ✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ✉,✐❧✐.❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬✐♥,❡3♣♦❧❛,✐♦♥ .✉✐✈❛♥,✿
❈♦"♦❧❧❛✐"❡ ✵✳✸✳✶✳✷✳ ❙✉♣♣♦)♦♥) 3✉❡ F ∈ D∞−,1 ❛✐% ✉♥❡ ❞❡♥)✐%; ❜♦,♥;❡ pF ✳ ❆❧♦,)
♣♦✉, %♦✉) 0 ≤ ρ < ρ′ ≤ 1 ❡% 1 < p < p′ < ∞ ✐❧ ❡①✐)%❡ ✉♥❡ ❝♦♥)%❛♥%❡ ✉♥✐✈❡,)❡❧❧❡
C(ρ, ρ′, p, p′) %❡❧❧❡ 3✉❡ ♣♦✉, %♦✉% φ ∈ S ♦♥ ❛✐% ❧❡ ❝♦♥%,9❧❡ ❝✐✲❞❡))♦✉)✿
‖φ ◦ F‖Dp,ρ ≤ C · ‖pF‖∞ · (1 + ‖∇F‖Lq) · ‖φ‖Sp′,ρ′ ✭✹✷✮
❆✉ ♣❛3❛❣3❛♣❤❡ ✸✳✷✱ ♦♥ ❡①♣❧✐>✉❡ ❝♦♠♠❡♥, ❝♦♠❜✐♥❡3 ❝❡. ❧❡♠♠❡. ♣♦✉3 ♦❜,❡♥✐3 ❧❡
3A.✉❧,❛, ♣3✐♥❝✐♣❛❧✳ ▲✬ ✐❞A❡ ❡., ❞✬ A❝3✐3❡ φ = K−lKlφ ♣♦✉3 ✉♥ l ❡♥,✐❡3 ❝❤♦✐.✐ ♣3♦❝❤❡
❞❡ s ❞❛♥. ✉♥ .❡♥. >✉❡ ❧✬♦♥ ♣3A❝✐.❡✳ ▲❡. ❞❡✉① ♣3❡♠✐❡3. ❧❡♠♠❡. ♣❡3♠❡,,❡♥, ❛❧♦3. ❞❡
❢❛✐3❡ ✉♥ ♣3❡♠✐❡3 ❝♦♥,3D❧❡ ❡♥ ❢❛✐.❛♥, [s] ✐♥,A❣3❛,✐♦♥. ♣❛3 ♣❛3,✐❡. ❡, ❧❡ ❞❡3♥✐❡3 ❧❡♠♠❡
♣❡3♠❡, ❞❡ 3❛✣♥❡3 ❛✜♥ ❞✬♦❜,❡♥✐3 ❧❛ ♣❛3,✐❡ ❢3❛❝,✐♦♥♥❛✐3❡ ❞✉ ❝♦♥,3D❧❡✳
❖♥ ❞♦♥♥❡ A❣❛❧❡♠❡♥, ❞❡. 3A.✉❧,❛,. .✉3 ❧✬❡①✐.,❡♥❝❡ ❡, ❧❛ 3A❣✉❧❛3✐,A ❞❡ ❧❛ ❞❡♥.✐,A
pX ❛✜♥ ❞❡ .✐♠♣❧✐✜❡3 ❝❡ 3A.✉❧,❛,✳ ❖♥ ♦❜,✐❡♥, ❡♥ ♣❛3,✐❝✉❧✐❡3✿
▲❡♠♠❡ ✵✳✸✳✶✳✸✳ ❙♦✐% δ > 1✳ ❙♦✐% ❛❧♦,) X ∈ D∞−,1+δ ✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❛❧;❛%♦✐,❡ ♥♦♥✲
❞;❣;♥;,;❡✳ ❆❧♦,) X ❛❞♠❡% ✉♥❡ ❞❡♥)✐%; ❝♦♥%✐♥✉❡ ❡% ❜♦,♥;❡❀ ♦♥ ❛ ♣❧✉) ♣,;❝✐);♠❡♥%
X ∈ Sp,δ✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❣AA3❛❧✐.❛,✐♦♥ .✉✐✈❛♥,❡ ❞✉ ,❤A♦3G♠❡ ✵✳✸✳✶✳✶✿
❚❤0♦"1♠❡ ✵✳✸✳✶✳✷✳ ❙♦✐% F ∈ D∞−,1+δ ❛✈❡❝ δ > 1 ✉♥❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ ❛❧;❛%♦✐,❡ ♥♦♥✲
❞;❣;♥;,;❡ B ✈❛❧❡✉,) ❞❛♥) R
N
✳ ❆❧♦,) ♣♦✉, %♦✉% δ′ < δ ❛♥❞ 1 < p < p′ <∞ ♦♥ ♣❡✉%
%,♦✉✈❡, q, r > 1 ❡% θ > 0 %❡❧) 3✉✬♦♥ ❛✐% ❧✬❡)%✐♠❛%✐♦♥ )✉✐✈❛♥%❡ ♣♦✉, %♦✉) φ ∈ S(RN)✿
‖φ◦F‖Dp,−δ ≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥
q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
q
Lq
]2m
· ‖F‖θ
Dr,1+δ′
· ‖pF‖∞ · ‖φ‖Sp′,−δ′
✭✹✸✮
■❝✐ C ❡)% ✉♥❡ ❝♦♥)%❛♥%❡ ✉♥✐✈❡,)❡❧❧❡ ❞;♣❡♥❞❛♥% ❞❡ p, δ, δ′, q, r, θ✳✳✳ ♠❛✐) ♣❛) ❞❡ X ♦✉
❞❡ φ✳ ❊♥ ♣❛,%✐❝✉❧✐❡, ♣♦✉, %♦✉% T ∈ Sp′,−δ′✱ T ◦ F ♣❡✉% E%,❡ ❞;✜♥✐ ❞❛♥) Dp,−δ ❡% ♦♥
❛ ❡♥❝♦,❡ ❧❡ ❝♦♥%,9❧❡ ❝✐✲❞❡))✉)✳
❖♥ A,❛❜❧✐, A❣❛❧❡♠❡♥, ✉♥❡ ❣A♥A3❛❧✐.❛,✐♦♥ ❞✉ ,❤A♦3G♠❡ ✵✳✸✳✶✳✶ ♣♦✉3 ❧❡. ❡.♣❛❝❡.
S∞,s✿
①①✐✐ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✶✳✸✳ ❙♦✐# F ∈ D∞−,1+δ✱ ♣♦✉' ✉♥ ❝❡'#❛✐♥ δ > 0 ✉♥❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ ❛❧/❛✲
#♦✐'❡ ♥♦♥✲❞/❣/♥/'/❡ 3 ✈❛❧❡✉'4 ❞❛♥4 R
N
✳ ❆❧♦'4 ♣♦✉' #♦✉4 δ′ < δ ❡# 1 < p < ∞ ✐❧
❡①✐4#❡ ✉♥❡ ❝♦♥4#❛♥#❡ ✉♥✐✈❡'4❡❧❧❡ C ❡# ❞❡4 '/❡❧4 q, r > 1 ❡# θ > 0 #❡❧4 8✉✬♦♥ ❛✐# ❧❡
❝♦♥#':❧❡ 4✉✐✈❛♥# ♣♦✉' #♦✉4 ❧❡4 φ ∈ S(RN)✿
‖φ ◦ F‖Dp,−δ ≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥
q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
q
Lq
]2m
· ‖F‖θ
Dr,1+δ′
· ‖φ‖S∞,−δ′ ✭✹✹✮
❊♥ ♣❛'#✐❝✉❧✐❡' ♣♦✉' #♦✉# T ∈ Sp′,−δ′✱ T ◦ F ♣❡✉# =#'❡ ❞/✜♥✐❡ ❞❛♥4 Dp,−δ ❡# ♦♥ ❛
❡♥❝♦'❡ ❧❡ ❝♦♥#✂'♦❧❡ ❝✐✲❞❡44✉4✳
✵✳✸✳✷ ❯♥❡ ❢♦)♠✉❧❡ ❞✬■01 ❢❛✐❜❧❡
▲❡ '❤)♦+,♠❡ ✷✳✸✳✷✳✷✱ 2✉❡ ♥♦✉5 +❡♣+♦❞✉✐5♦♥5 ❝✐✲❞❡55♦✉5✱ ❞♦♥♥❡ ❧❛ 5'+✉❝'✉+❡ ❞❡5
❝❤❡♠✐♥5 < ✈❛+✐❛'✐♦♥5 ❜♦+♥)❡5 < ✈❛❧❡✉+5 ❞❛♥5 ❧❛ ❝❛55❡ ❞❡ ❙❝❤✇❛+'③✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐# T ∈ BV ([0, 1],S ′)✳ @♦✉' #♦✉# p ∈ [1,∞] ✐❧ ❡①✐4#❡ s ∈ R
#❡❧ 8✉❡ T ∈ BV ([0, 1],Sp,s)✳
▲❡5 '❤)♦+,♠❡5 ✵✳✸✳✶✳✷ ✭♦✉ ✵✳✸✳✶✳✸✮ ❡' ✵✳✸✳✷✳✶ +)5♦❧✈❡♥' ❧❡5 ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡5 ❞✐✣❝✉❧')5
❞❡ ❧❛ ♣+❡✉✈❡ ✭❛✉ ❝❤❛♣✐'+❡ ✹✮ ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠✉❧❡ ❞✬■'I ❝✐✲❞❡55♦✉5✱ 2✉✐ ❡5' ❧❡ ❝❡♥'+❡ ❞❡
❝❡''❡ '❤,5❡✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐# W ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥# ❜'♦✇♥✐❡♥ ❝❛♥♦♥✐8✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ d
4✉' ❧✬❡4♣❛❝❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡'✳ ❙♦✐# X ❧❡ ♣'♦❝❡44✉4 ❞✬■#: ❞❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ N #❡❧ 8✉❡✿
dXt = btdt+ σtdWt ✭✹✺✮
X0 = x ✭✹✻✮
♦E b ❡4# ✉♥ ♣'♦❝❡44✉4 ❛❞❛♣#/ ❞❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ N ❡# σ ❡4# ✉♥ ♣'♦❝❡44✉4 ♠❛#'✐❝✐❡❧ ❛❞❛♣#/
❞❡ ❞✐♠❡♥4✐♦♥ N ⊗ d✳ ◆♦✉4 ♥♦#♦♥4 a = σtσ✳
❙♦✐# ❛✉44✐ t ∈ [0, 1]→ T (t) ∈ S ′(RN) ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ 3 ✈❛'✐❛#✐♦♥4 ❜♦'♥/❡4❀ ✐❧ ❡①✐4#❡
❛❧♦'4 ✉♥ s > 0 #❡❧ 8✉❡✿
T ∈ BV (Sp,−s) ✭✹✼✮
❖♥ ❢❛✐# /❣❛❧❡♠❡♥# ❧❡4 ❤②♣♦#❤L4❡4 4✉✐✈❛♥#❡4✿∫ t
0
‖bu‖rDr,s′+3du < ∞ ✭✹✽✮∫ t
0
‖σu‖rDr,s′+3du < ∞ ✭✹✾✮
sup
ǫ≤u≤t
∥∥∥∥ 1Σ(u)
∥∥∥∥
Lr
< ∞ ✭✺✵✮
✵✳✸✳ ❆$$❖❘❚❙ ❉❊ ❈❊ ❚❘❆❱❆■▲ ①①✐✐✐
♣♦✉# $♦✉$ 0 < ǫ < 1✱ ♦& Σ(u) ❡($ ❧❛ ♠❛$#✐❝❡ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❞❡ Xu✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦#(✿
T (t) ◦Xt − T (ǫ) ◦Xǫ = M (ǫ)t +
∑
i
∫ t
ǫ
bi(u) · (∂iTu) ◦Xudu
+
1
2
∑
i,j
∫ t
ǫ
aij(u) · (∂ijTu) ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
T (du) ◦Xu ✭✺✶✮
♦&
(
M
(ǫ)
t
)
ǫ≤t≤1
❡($ ✉♥❡ ♠❛#$✐♥❣❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡ (✉# ❧✬❡(♣❛❝❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡# ❡$ ❛✉ (❡♥( ❞❡(
❞✐✈❡#❣❡♥❝❡( ♦♥ ❛✿
M
(ǫ)
t =
∑
j
∫ t
ǫ
∑
i
[bi(u) · (∂iTu) ◦Xu] dW ju ✭✺✷✮
▲✬✐❞*❡ ❞❡ ❧❛ ♣/❡✉✈❡ ❡23 4✉❡✱ ❣/7❝❡ ❛✉ 3❤:/;♠❡ ✵✳✸✳✷✳✶✱ ❧✬♦♥ ♣❡✉3 3/♦✉✈❡/ ✉♥
❡♥3✐❡/ l ✐♥❞*♣❡♥❞❛♥3 ❞❡ t 3❡❧2 4✉❡ ❧❡2 K−lTt 2♦✐❡♥3 ❞❡2 ❢♦♥❝3✐♦♥ C2✳ ❆❧♦/2 ♦♥ *❝/✐3
Tt = KlK−lTt✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐4✉❡ ❧❛ ❢♦/♠✉❧❡ ❞✬■3E ❝❧❛22✐4✉❡ ❛✉① ❢♦♥❝3✐♦♥2 K−lTt ❡3 ♦♥
❛♣♣❧✐4✉❡ ❧❡ 3❤*♦/;♠❡ ✵✳✸✳✶✳✷ ✭♦✉ ✵✳✸✳✶✳✸✮ ♣♦✉/ /❡❧❡✈❡/ ❧❛ ❢♦/♠✉❧❡ ❞✬■3E ❝❧❛22✐4✉❡ ❡♥
♥♦3/❡ ❡①3❡♥2✐♦♥✳
❈♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝* ♥♦3/❡ ❢♦/♠✉❧❡ ❡23 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉2 ❢❛❝✐❧❡ H ❛♣♣❧✐4✉❡/ 4✉❡ ❧❡2
/*2✉❧3❛32 ❡①✐23❛♥32❀ ❡♥ ♣❛/3✐❝✉❧❡/ ♦♥ ♥✬❛ ♣❧✉2 ❜❡2♦✐♥ ❞❡ 2✉♣♣♦2❡/ Xt ∈ D✳
✵✳✸✳✸ ▲❡ ❝❛' ❞✬✉♥❡ ❊❉❙
◆♦✉2 ❛✈♦♥2 2♦✉❤❛✐3* 2♣*❝✐❛❧✐2❡/ ♥♦3/❡ ❢♦/♠✉❧❡ ❞✬■3E ❛✉ ❝❛2 ❞❡2 2❡♠✐♠❛/3✐♥❣❛❧❡2
4✉✐ 2♦♥3 2♦❧✉3✐♦♥ ❞✬✉♥❡ *4✉❛3✐♦♥ ❞✐✛*/❡♥3✐❡❧❧❡ 23♦❝❤❛23✐4✉❡ 4✉✐ ❡23 2❛♥2 ❞♦✉3❡ ❧❡
♣❧✉2 ✉3✐❧❡ ♣♦✉/ ❧❡2 ❛♣♣❧✐❝❛3✐♦♥2✳ ❈✬❡23 ❧✬♦❜❥❡3 ❞✉ 3❤*♦/;♠❡ ✹✳✹✳✸✳✶✳ N♦✉/ ❧✬♦❜3❡♥✐/✱
♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❞✬✉♥❡ ♣❛/3 ♣/♦✉✈* ✉♥ /*2✉❧3❛3 ❞❡ ❞*/✐✈❛❜✐❧✐3* ✲ ❡22❡♥3✐❡❧❧❡♠❡♥3✱ 2✐ ❧❡2
❝♦❡✣❝✐❡♥32 ❞❡ ❧✬❊❉❙ ❛♣♣❛/3✐❡♥♥❡♥3 H ❧✬❡2♣❛❝❡ ❞❡ ❍U❧❞❡/ Λs ❛❧♦/2 2❛ 2♦❧✉3✐♦♥ ❛ s
❞*/✐✈*❡2 ❢/❛❝3✐♦♥♥❛✐/❡2 ❛✉ 2❡♥2 ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ✲ ❡3 ❞✬❛✉3/❡ ♣❛/3 ♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❡♠♣/✉♥3*
✉♥ /*2✉❧3❛3 ❞❡ ❬✶✺❪ ♣♦✉/ ❧❛ ♥♦♥✲❞*❣*♥*/❡2❝❡♥❝❡✳ ◆♦✉2 /❡♣/♦❞✉✐2♦♥2 ❝❡2 /*2✉❧❛32
❝✐✲❞❡22♦✉2✳
❖♥ ❝♦♥2✐❞;/❡ ❧✬*4✉❛3✐♦♥ ❞✐✛*/❡♥3✐❡❧❧❡ 23♦❝❤❛23✐4✉❡✿
dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt ✭✺✸✮
❖♥ ✐♥3/♦❞✉✐3 ❧✬❡2♣❛❝❡ C0,s ❞❡2 ❢♦♥❝3✐♦♥2 ❝♦♥3✐♥✉❡2 ❡♥ 3❡♠♣2✱ ❛❞♠❡33❛♥3 [s] ❞*/✐✈*❡2
❡♥ ❡2♣❛❝❡✱ ❞♦♥3 ❧❛ ❞*/✐✈*❡ ❞✬♦/❞/❡ [s] ❡♥ ❡2♣❛❝❡ ❡23 {s}✲❤♦❧❞❡/✐❡♥♥❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦/2 ❧❡✿
①①✐✈ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✸✳✶✳ ❖♥ ❝♦♥$✐❞'(❡ ❧✬❊❉❙ ❝✐✲❞❡$$✉$ ❡1 ♦♥ $✉♣♣♦$❡ 3✉❡ b ❡1 σ $♦♥1
❞❛♥$ C0,s ❥✉$3✉✬6 ✉♥ ❝❡(1❛✐♥ 1❡♠♣$ T ✱ ♣♦✉( ✉♥ ❝❡(1❛✐♥ s ≥ 1✳ ❆❧♦($ ♣♦✉( 1♦✉$
p > 1✱ s′ < s ❡1 ♣♦✉( 1♦✉1 t ≥ 0✱ ♦♥ ❛ Xt ∈ Dp,s′ ❡1 ✐❧ ❡①✐$1❡ ❞❡$ ❝♦♥$1❛♥1❡$ A ❡1 B
♥❡ ❞<♣❡♥❞❛♥1 3✉❡ ❞❡ p✱ s✱ s′ ❡1 ❞❡$ ♥♦(♠❡$ C0,s ❞❡ b ❡1 σ 1❡❧❧❡$ 3✉❡✿
‖Xt‖Dp,s′ ≤ A exp(B(‖b‖C0,s + ‖σ‖C0,s) · t) ✭✺✹✮
❙✉♣♣♦+♦♥+ ♠❛✐♥/❡♥❛♥/ 1✉❡ σ ∈ C0,s ♣♦✉2 ✉♥ ❝❡2/❛✐♥ s ≥ 2 ❡/ 1✉❡ b ∈ C0,1✳
❆❧♦2+ ♥♦/2❡ ❊❉❙ ❛ ✉♥❡ ✉♥✐1✉❡ +♦❧✉/✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦/❡ [s] = k✳ :♦✉2 i ≤ j ≤ d✱ ♦♥
✐♥/2♦❞✉✐/ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝/❡✉2+✿ Vj = σj∂xj ✳ ❙♦✐/ L0 ❧✬❡♥+❡♠❜❧❡ ❞❡ /♦✉+ ❧❡+ Vj✳
❖♥ ♥♦/❡ [·, ·] ❧❡ ❝♦♠♠✉/❛/❡✉2 ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❛♠♣+ ❞❡ ✈❡❝/❡✉2+✳ ❆❧♦2+✱ ♦♥ ❞A✜♥✐/ ♣❛2
2A❝✉22❡♥❝❡ Li ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣D❜2❡ ❞❡ ▲✐❡ ❡♥❣❡♥❞2A❡ ♣❛2 ❧❡+ [Vj, Z]✱ ♦F Z ∈ Li−1✳ ❖♥
❛ ❧❡✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✸✳✷✳ ❙✉♣♣♦$♦♥$ 3✉❡ ♣♦✉( ✉♥ ❝❡(1❛✐♥ ❡♥1✐❡( n ≤ k−2 ✐❧ ❡①✐$1❡ c > 0
1❡❧ 3✉❡ ♣♦✉( 1♦✉1 ξ ∈ SN−1 ♦♥ ❛✐1✿
n∑
i=0
∑
Z∈Lk
〈ξ, Z〉 (0, x) > c ✭✺✺✮
❙✉♣♣♦$♦♥$ ❛✉$$✐ 3✉❡ σ ∈ C(β,n+2) ♣♦✉( ✉♥ ❝❡(1❛✐♥ β > 0 ✭❝✬❡$1 6 ❞✐(❡ 3✉❡ ❧✬♦♥ $✉♣✲
♣♦$❡ ✉♥❡ (<❣✉❧❛(✐1< ❤♦❧❞❡(✐❡♥♥❡ ❡♥ 1❡♠♣$✮✳ ❆❧♦($✱ $✐ Σt ❡$1 ❧❛ ♠❛1(✐❝❡ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥
❞❡ Xt✱ ♣♦✉( 1♦✉1 t > 0 ♦♥ ❛ ❞❡$ ❝♦♥1(D❧❡$ ❞✉ 1②♣❡ $✉✐✈❛♥1✿∥∥∥∥ 1Σt
∥∥∥∥
Lp
≤ C · 1
tν
· eKt ✭✺✻✮
■❝✐ C✱ ν ❡1 K $♦♥1 ❞❡$ ❝♦♥$1❛♥1❡$ 3✉✐ ♥❡ ❞<♣❡♥❞❡♥1 3✉❡ ❞❡ t✳ ❊♥ ♣❛(1✐❝✉❧✐❡(✿∫ T
ǫ
∥∥∥∥ 1Σt
∥∥∥∥
p
Lp
dt <∞ ✭✺✼✮
❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥/ ❝❡+ ❞❡✉① /❤A♦2D♠❡+✱ ♦♥ ♦❜/✐❡♥/✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✸✳✸✳ ❙✉♣♣♦$♦♥$ 3✉❡ ❧❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥1$ ❞❡ ♥♦1(❡ ❊❉❙ C(0,s) ❢♦( $♦♠❡
s > 2 ❛♥❞ ❧❡1 k = [s]✳ ❙✉♣♣♦$♦♥$ 3✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐1✐♦♥ ❞❡ ❍♦(♠❛♥❞❡( ❞✉ 1❤<♦('♠❡
♣(<❝<❞❡♥1 $♦✐1 ✈<(✐✜<❡ ♣♦✉( ✉♥ ❝❡(1❛✐♥ n ≤ k − 2 ❡1 3✉❡ σ ∈ C(β,n+2)✳ ❆❧♦($ $✐ T
❡$1 ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ 6 ✈❛(✐❛1✐♦♥$ ❜♦(♥<❡$ ❞❛♥$ Sp,−(s−1) ♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦(♠✉❧❡ ❞✬■1D ❝✐✲❞❡$$♦✉$✿
Tt ◦Xt − Tǫ ◦Xǫ = M ǫt +
∑
i
∫ t
ǫ
bi(u,Xu) · (∂iTu) ◦Xudu
+
1
2
∑
i,j
∫ t
ǫ
aij(u,Xu) · (∂ijTu) ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
T (du) ◦Xu ✭✺✽✮
✵✳✸✳ ❆$$❖❘❚❙ ❉❊ ❈❊ ❚❘❆❱❆■▲ ①①✈
❡! ❛✉ $❡♥$ ❞❡$ ❞✐✈❡)❣❡♥❝❡$✿
M
(ǫ)
t =
∑
j
∫ t
ǫ
∑
i
[bi(u,Xu) · (∂iTu) ◦Xu] dW ju ✭✺✾✮
&♦✉) ❧❡, ❛♣♣❧✐❝❛1✐♦♥, ❛✉ ❝❤❛♣✐1)❡ ✺✱ ♥♦✉, ✉1✐❧✐,❡)♦♥, ❧✬❡①1❡♥,✐♦♥ ,✉✐✈❛♥1❡✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✸✳✹✳ ❙♦✐❡♥! X ❡! T ❝♦♠♠❡ ❞❛♥$ ❧❡ !❤2♦)3♠❡ ♣)2❝2❞❡♥!✳ ❈♦♥✲
$✐❞❡)♦♥$ ❞❡✉① ❢♦♥❝!✐♦♥$ bY , σY ∈ C(0,s) ❡! $♦✐! Y ❧✬✉♥✐;✉❡ $♦❧✉!✐♦♥ ❢♦)!❡ ❞❡ ❧✬❊❉❙✿
dYt = b(t, Yt)dt+ σ(t, Yt)dWt ✭✻✵✮
Y0 = y ✭✻✶✮
❙♦✐! ❡♥✜♥ f ∈ BV (Cs)✳ ❆❧♦)$ ♦♥ ♣❡✉! 2❝)✐)❡ ✉♥❡ ❢♦)♠✉❧❡ ❞✬■!A ♣♦✉)✿
f(t, Yt) · Tt ◦Xt ✭✻✷✮
✵✳✸✳✹ ❆✉&'❡) ❡①&❡♥)✐♦♥)
◆♦✉, ❛✈♦♥, <❣❛❧❡♠❡♥1 <1❡♥❞✉ ♥♦, )<,✉❧1❛1, ❞❛♥, ❞✐✈❡),❡, ❞✐)❡❝1✐♦♥,✳ ❚♦✉1 ❞✬❛❜♦)❞✱
♥♦✉, ❛✈♦♥, ❞<❥D ,✐❣♥❛❧< E✉❡ ♥♦♦✉, ❞♦♥♥♦♥, ❛✉ ❝❤❛♣✐1)❡ ✷ ❞❡, )<,✉❧1❛1, ,✉) ❧❡,
❡,♣❛❝❡, S∞,s E✉✐ ♥♦✉, ♣❡)♠❡11❡♥1 ❞✬♦❜1❡♥✐)✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐1)❡ ✸✱ ✉♥❡ ✈❡),✐♦♥ ❞✉ 1❤<♦)G♠❡
✸✳✷✳✵✳✶✸ ❢❛✐,❛♥1 ✐♥1❡)✈❡♥✐) ❝❡, ❡,♣❛❝❡, ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡, Sp,s✿ ❝✬❡,1 ❧❡ 1❤<♦)G♠❡ ✸✳✷✳✵✳✶✺✳
❈❡ )<,✉❧1❛1 ❛ ✉♥ ✐♥1<)J1 ❞♦✉❜❧❡✳ ❉✬❛❜♦)❞✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉, ❧✬❛✈♦♥, ❞<❥D ❞✐1✱ ✐❧ ♣❡)♠❡1
❞❡ ♥❡ ♣❛, ❢❛✐)❡ ❞✬❤②♣♦1❤G,❡ ❛ ♣)✐♦)✐ ,✉) ❧✬❡①✐,1❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞❡♥,✐1< ♣♦✉) ❧❛ ✈❛)✐❛❜❧❡
❛❧<❛1♦✐)❡ ♣❛) ❧❛E✉❡❧❧❡ ♦♥ )❡❧G✈❡✳ ❊♥,✉✐1❡✱ ✐❧ ♥♦✉, ❛ ♣❡)♠✐, ❞✬<1❡♥❞)❡ ❧❡ 1❤<♦)G♠❡
✸✳✷✳✵✳✶✺ ❛✉ ❝❛, ♦N ❧❛ ❞✐,1)✐❜✉1✐♦♥ E✉❡ ❧✬♦♥ )❡❧G✈❡ ❡,1 ❡❧❧❡✲♠J♠❡ ❛❧<❛1♦✐)❡✳ ◆♦✉,
❞♦♥♥♦♥, ❝❡, )<,✉❧1❛1, ❞❛♥, ❧❡ ♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ✸✳✺❀ ♣♦✉) ❧❡, <1❛❜❧✐)✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, <1❡♥❞✉
❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ ❞✬✐♥1<❣)❛1✐♦♥ ♣❛) ♣❛)1✐❡, ✵✳✷✳✷✳✶ ❛✉ ❝❛, ♦N ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❡,1 ❛❧<❛1♦✐)❡✳ ❉❛♥,
❝❡ ❝❛, ❧❛ ❢♦)♠✉❧❡ ❞✬✐♥1<❣)❛1✐♦♥ ♣❛) ♣❛)1✐❡, ❞❡✈✐❡♥1✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✹✳✶✳ ❙♦✐❡♥! p, q, r > 1 !❡❧$ ;✉❡ 1/p + 1/q = 1/r✳ ❙✉♣♣♦$♦♥$ ;✉❡
❧✬♦♥ ❛✐!✿
• f ∈ Lp(C1b )
• f ∈ Dp,1(C0b )
• X ∈ Dq,1(RN)
❆❧♦)$✱ ♦♥ ❛✱ f(X) ∈ Dr,1 ❡! ❧❛ )3❣❧❡ ❞❡$ ❝❤❛C♥❡$ $✉✐✈❛♥!❡✿
∇(f(X)) =
N∑
k=1
∂kf(X)∇Xk + (∇f)(X) ✭✻✸✮
①①✈✐ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❉❡ ♣❧✉%✱ ♣♦✉( )♦✉) φ ∈ Dp∗,1 ♦♥ ❛✿
E [∂kf(X) · φ] = E [f(X) · lk(X,φ)]− E [φ · Tk(f,X)(X)] ✭✻✹✮
❊♥ )✉✐✈❛♥, ❧❛ ♠/♠❡ ❞2♠❛3❝❤❡ 6✉❡ ❞❛♥) ❧❡ ❞2❜✉, ❞✉ ❝❤❛♣✐,3❡ ✸✱ ♦♥ ❡♥ ❞2❞✉✐,
❡♥ ♣❛3,✐❝✉❧✐❡3 ❧❡✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✹✳✷✳ -♦✉( ✉♥ δ > 0✱ %♦✐) X ∈ D∞−,1+δ ✉♥❡ ✈❛(✐❛❜❧❡ ❛❧1❛)♦✐(❡
♥♦♥✲❞1❣1♥1(1❡ 5 ✈❛❧❡✉(% ❞❛♥% R
N
✳ ❆❧♦(%✱ ♣♦✉( )♦✉% δ′ < δ ❡) 1 < p < ∞ ✐❧ ❡①✐%)❡
✉♥❡ ❝♦♥%)❛♥)❡ ✉♥✐✈❡(%❡❧❧❡ C ❡) ❞❡% (1❡❧% p1, p2, p3 > p ❡) θ > 0 )❡❧% :✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐) ❧❡
❝♦♥)(<❧❡ %✉✐✈❛♥) ♣♦✉( )♦✉) φ ∈ S(D)✿
‖φ ◦X‖Dp,−δ
≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥
p1
Lp1
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
p1
Lp1
]θ
· ‖X‖θ
Dp2,1+δ
′
×
[δ]∑
k=0
[
‖φ‖Dp3,k(S∞,−(δ′−k)) + ‖φ‖Dp3,k(Wα,−(δ′−k−Nα ))
]
✭✻✺✮
❊♥ ♣❛()✐❝✉❧✐❡( T ∈ Dr,k(Sp′,−δ′)✱ T ◦X ♣❡✉) >)(❡ ❞1✜♥✐❡ ❞❛♥% Dp,−δ ❡) ❞❛♥% ❝❡ ❝❛%
♦♥ ❛ ❡♥❝♦(❡ ❧❡ ❝♦♥)(<❧❡ ❝✐✲❞❡%%✉%✳
❈❡❧❛ ♥♦✉) ❛ ♣❡3♠✐) ❞❡ ♣3♦✉✈❡3 ✉♥❡ ✈❡3)✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦3♠✉❧❡ ❞✬■,B✲❲❡♥,③❡❧❧✳
❊♥ ❡✛❡,✱ ❝♦♥)✐❞23♦♥) ❞❡✉① ♣3♦❝❡))✉)✿
dXt = btdt+ σtdWt ✭✻✻✮
■❝✐ X ✈23✐✜❡ ❧❡) ♠/♠❡) ❤②♣♦,❤J)❡) 6✉❡ ❞❛♥) ❧❡ ,❤2♦3J♠❡ ✵✳✸✳✷✳✷✳ ❖♥ )✬✐♥,23❡))❡
❛✉① Tt ◦Xt ♦N T ❡), ✉♥ ✢✉① P ✈❛❧❡✉3) ❞❛♥) S ′✳ Q❧✉) ♣32❝✐)2♠❡♥,✱ ♦♥ ✐♥,3♦❞✉✐, ❞❡)
♣3♦❝❡))✉)✿
Dt, Vt ∈
⋂
k<[s]
(
D∞−,k
(S∞,−(s−k)) ∩ D∞−,k (Wα,−(s−k−N
α
)
))
✭✻✼✮
■❝✐✱ ♦♥ )✉♣♣)❡ 6✉❡ α ❡), ,❡❧ 6✉❡ {s} > N
α
❀ )✐ s ❡), ❡♥,✐❡3 ♦♥ )✉♣♣♦)❡ )❡✉❧❡♠❡♥,✿
Dt, Vt ∈
⋂
k<[s]
D∞−,k
(S∞,−(s−k)) ✭✻✽✮
❖♥ )✉♣♣♦)❡ 6✉❡ ❝❡) ♣3♦❝❡))✉) )♦♥, ❛❞❛♣,2) ❞❛♥) ❧❛ ✜❧,3❛,✐♦♥ ❞❡ W ✳ ❖♥ ♣❡✉, ❛❧♦3)
❞2✜♥✐3 ✉♥❡ )❡♠✐♠❛3,✐♥❣❛❧❡ P ✈❛❧❡✉3) ❞❛♥) S∞,−s♣❛3 ✉♥❡ ✈❛❧❡✉3 ✐♥✐,✐❛❧❡ T0 ∈ S∞,−s
❡, ❧✬26✉❛,✐♦♥✿
dTt = Dtdt+ VtdWt ✭✻✾✮
✵✳✸✳ ❆$$❖❘❚❙ ❉❊ ❈❊ ❚❘❆❱❆■▲ ①①✈✐✐
❈✬❡&' ( ❞✐*❡ +✉❡ ♦✉* '♦✉' φ ∈ S✿
〈Tt, φ〉 = 〈T0, φ〉+
∫ t
0
〈Ds, φ〉 ds+
∫ t
0
〈Vs, φ〉 dWs ✭✼✵✮
+✉✐ ❡&' ✉♥❡ &❡♠✐♠❛*'✐♥❣❛❧❡ *8❡❧❧❡✳ ❖♥ ♣*♦✉✈❡ ❛❧♦*&✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✹✳✸✳ ❙♦✉# ❧❡# ❤②♣♦)❤*#❡# ❝✐✲❞❡##✉#✱ ♣♦✉0 )♦✉# p′ > p ❡) s′ > s✱
♣♦✉0 )♦✉) ǫ > 0✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❢♦0♠✉❧❡ #✉✐✈❛♥)❡ ❛✉ #❡♥# ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡✿ Dp′∨2,−(s′+2)✿
T (t) ◦Xt − T (ǫ) ◦Xǫ = M (ǫ)t +
∫ t
ǫ
b(u) · (∂xTu) ◦Xudu
+
1
2
∫ t
ǫ
σ(u)2 · (∂xxTu) ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
Du ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
σ(u) · ∂xVu ◦Xudu ✭✼✶✮
♦8
(
M
(ǫ)
t
)
ǫ≤t≤1
❡#) ✉♥❡ ♠❛0)✐♥❣❛❧❡ ❢❛✐❜❧❡ #✉0 ❧✬❡#♣❛❝❡ ❞❡ ❲✐❡♥❡0✱ ❡) ❛✉ #❡♥# ❞❡#
❞✐✈❡0❣❡♥❝❡# ♦♥ ❛✿
M
(ǫ)
t =
∫ t
ǫ
[b(u) · (∂xTu) ◦Xu + Vu ◦Xu] dW ju ✭✼✷✮
◆♦✉& ♣*♦✉✈♦♥& 8❣❛❧❡♠❡♥' ✉♥❡ ✈❡*&✐♦♥ ❛♥'✐❝✐♣❛'✐✈❡ ❞❡ ♥♦'*❡ ❢♦*♠✉❧❡ ❞✬■'B ❢❛✐❜❧❡
✭♦♥ ✉'✐❧✐&❡ ❧❡& ♥♦'❛'✐♦♥& ❝❧❛&&✐+✉❡& ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ &'♦❝❤❛&'✐+✉❡ ❛♥'✐❝✐♣❛'✐❢❀ ❝❡& ♥♦'❛'✐♦♥&
&♦♥' ♣*8❝✐&8❡& ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♣✐'*❡ ✹✮✳ ❖♥ ❝♦♥&✐❞G*❡ ✉♥ ♣*♦❝❡&&✉& ❛♥'✐❝✐♣❛'✐❢✿
Xt = X0 +
∫ t
0
bsds+
∫ t
0
σsdWs ✭✼✸✮
■❝✐ X0 ❡&' ✉♥❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❛❧8❛'♦✐*❡ ❡' b ❡' σ ♥❡ &♦♥' ♣❛& ♥8❝❡&&❛✐*❡♠❡♥' ❛❞❛♣'8&✳ ❖♥
❛ ❛❧♦*& ❧❡✿
❚❤"♦$%♠❡ ✵✳✸✳✹✳✹✳ ❙♦✐) T ∈ Sq,−δ✳ ❖♥ #✉♣♣♦#❡ >✉❡ ♣♦✉0 )♦✉) p✿∫ ∫
s≤t
E
[∣∣∣(Id+ L) δ+32 Dsσt∣∣∣p] dsdt < ∞ ✭✼✹✮∫ ∫
s≤t
E
[∣∣∣(Id+ L) δ+22 Dsbt∣∣∣p] dsdt < ∞ ✭✼✺✮∫ 1
0
∥∥∥∥ 1Σt
∥∥∥∥
p
dt < ∞ ✭✼✻✮
①①✈✐✐✐ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
♦! Σ ❡#$ ❧❛ ♠❛$(✐❝❡ ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❞❡ Xt✳ ❆❧♦(#✱ ❛✉ #❡♥# ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡ Dq,−δ✱ ♦♥ ❛✿
T ◦Xt = T ◦X0
+
∫ t
0
(
bs · T ′ ◦Xs + 1
2
σ2s · T ′′ ◦Xs
)
ds
+
∫ t
0
σs · T ′ ◦XsdWs
+
∫ t
0
(D−X)sσs · T ′′ ◦Xsds ✭✼✼✮
✵✳✸✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❛✉ *❡♠♣0 ❧♦❝❛❧
◆♦✉) ❝♦♠♣❛.♦♥) ♥♦0.❡ ❢♦.♠✉❧❡ ❞✬■07 8 ❞✬❛✉0.❡) ❡①0❡♥)✐♦♥) ❞9❥8 ❝♦♥♥✉❡)✱ ♥♦0❛♠✲
♠❡♥0 ❝❡❧❧❡) =✉❡ ♥♦✉) ❛✈♦♥) 9✈♦=✉9❡) ♣❧✉) ❤❛✉0✳ ❈❡ ❢❛✐)❛♥0✱ ♥♦✉) ♠♦♥0.♦♥) ❡♥
♣❛.0✐❝✉❧✐❡. ❝♦♠♠❡♥0 ❧❡ 0❡♠♣) ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❝❡.0❛✐♥) ♣.♦❝❡))✉) ♣❡✉0 )❡ ❞9)✐♥09❣.❡. ❡♥
✉♥❡ ✐♥09❣.❛❧❡ ❞❡ B❡00✐) )✉. D
′
✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ 1✱ ❝♦♥)✐❞9.♦♥) ❧❛ )♦❧✉0✐♦♥ ❞❡
❧✬❊❉❙✿
dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt ✭✼✽✮
❖♥ 9❝.✐0 ❛❧♦.)✱ )♦✉) ❞❡) ❤②♣♦0❤K)❡) ✭)✉. X✮ =✉✐ )♦♥0 ♣.9❝✐)9❡) ❛✉ ❝❤❛♣✐0.❡ ✹✿
|Xt −K| − |Xǫ −K|
=
∫ t
ǫ
sgn(Xs −K)b(s,Xs)ds+
∫ t
ǫ
sgn(Xs −K)σ(s,Xs)dWs
+
1
2
∫ t
ǫ
σ(s,Xs)
2δK ◦Xsds ✭✼✾✮
❖♥ ♣❡✉0 ❛❧♦.) ❞9❝♦♠♣♦)❡. ❧❡ 0❡♠♣) ❧♦❝❛❧ ❛✐♥)✐✿
LKt (X) =
∫ t
0
σ(s,Xs)
2δK ◦Xsds ✭✽✵✮
❖♥ ♣❡✉0 ❣9♥9.❛❧✐)❡. ❝❡00❡ ✐❞9❡ 8 ❞❡) ❞✐♠❡♥)✐♦♥) )✉♣9.✐❡✉.❡) ❡♥ .❡♠♣❧❛O❛♥0 ❧❛ ❢♦♥❝✲
0✐♦♥ ✈❛❧❡✉. ❛❜)♦❧✉❡ ♣❛. ❧❛ )♦❧✉0✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥0❛❧❡ ❞❡ ❧✬9=✉❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉. ❡♥
❞✐♠❡♥)✐♦♥ =✉❡❧❝♦♥=✉❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡.♠❡0 ❞❡ ❞9✜♥✐. ✭❛✉ )❡♥) ❢❛✐❜❧❡✮ ✉♥❡ ♥♦0✐♦♥ ❞❡ 0❡♠♣)
❧♦❝❛❧ ♠✉❧0✐✲❞✐♠❡♥)✐♦♥♥❡❧✳
❈❡) ✐❞9❡) ♣❡.♠❡00❡♥0 9❣❛❧❡♠❡♥0 ❞✬90✉❞✐❡. ❧❛ .9❣✉❧❛.✐09 ❞✉ 0❡♠♣) ❧♦❝❛❧✱ ❡♥ ❡)♣❛❝❡
❡0 ❛✉ )❡♥) ❞❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥✳
✵✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ , ✉♥ ♣.♦❜❧0♠❡ ✈❛.✐❛)✐♦♥♥❡❧
▲❡ ❝✐♥=✉✐K♠❡ ❡0 ❞❡.♥✐❡. ❝❤❛♣✐0.❡ ❡)0 ❝♦♥)❛❝.9 8 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥ ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡ =✉❡ ♥♦✉)
❞♦♥♥♦♥) 8 ❧❛ 0❤9♦.✐❡ ❞9✈❡❧♦♣♣9❡ ❞❛♥) ❝❡00❡ 0❤K)❡✱ 8 )❛✈♦✐. ❧✬90✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣.♦❜❧K♠❡
✵✳✹✳ ❆$$▲■❈❆❚■❖◆ ➚ ❯◆ $❘❖❇▲➮▼❊ ❱❆❘■❆❚■❖◆◆❊▲ ①①✐①
✈❛$✐❛%✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥ ❝♦♥-✐❞/$❡ ❧✬12✉❛%✐♦♥ ❞✐✛1$❡♥%✐❡❧❧❡ -%♦❝❤❛-%✐2✉❡✿
dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt ✭✽✶✮
❖♥ ♥♦%❡ At -♦♥ ❣1♥1$❛%❡✉$ ❡% ♦♥ -❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝%✐♦♥- ❝♦♥%✐♥✉❡- ❡% ❜♦$♥1❡- f
❡% g ❡% ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❝♦♥%✐♥✉❡ ❡% ♣♦-✐%✐✈❡ r ❡% ♦♥ ❝♦♥-✐❞/$❡ ❧❡ ♣$♦❜❧/♠❡✿
Ktu− ru ≤ −g ✭✽✷✮
u ≥ f ✭✽✸✮
(Ktu− ru)(f − u) = 0 ✭✽✹✮
u(T, ·) = f ✭✽✺✮
❈❡ ♣$♦❜❧/♠❡ ❛ 1%1 1%✉❞✐1 ♣❛$ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉① ❛✉%❡✉$-✱ ✈♦✐$ ❡♥ ♣❛$%✐❝✉❧✐❡$ ❬✽❪✱ ❬✾❪✱ ❬✸✽❪✱
❬✸✸❪✳✳✳ ❖♥ ♠♦♥%$❡ ❞❛♥- ❝❡- ♦✉✈$❛❣❡- 2✉❡ -♦✉- ❝❡$%❛✐♥❡- ❤②♣♦%❤/-❡- ✭$1❣✉❧❛$✐%1 ❞❡-
❝♦❡✣❝✐❡♥%- ❡% ❡❧❧✐♣%✐❝✐%1 ❞✉ ❣1♥1$❛%❡✉$✮✱ ❧✬✉♥✐2✉❡ -♦❧✉%✐♦♥ K ❝❡ ♣$♦❜❧/♠❡ ❡-% ❞♦♥♥1❡
♣❛$ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥✿
u(t, x) = sup
τ∈Zt,T
E
[
f(X tτ (x)) exp
(
−
∫ τ
t
r(u,X tu(x))du
)
+
∫ τ
t
g(s,X ts(x)) exp
(
−
∫ s
t
r(u,X tu(x))du
)
ds
]
✭✽✻✮
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-♦♥% %$♦✐- ❢♦✐- ❞1$✐✈❛❜❧❡- ❡♥ ❡-♣❛❝❡✱ 2✉❡ ❧❡- ❝♦❡✣❝✐❡♥%- ❞❡ ❧✬❊❉❙ -♦♥% ❤♦❧❞❡$✐❡♥- ❡♥
%❡♠♣- ❡% 2✉❡ X ✈1$✐✜❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ❞❡ %②♣❡ ❍♦$♠❛♥❞❡$✳ ❈❡%%❡ ❞❡$♥✐/$❡ ❤②♣♦%❤/-❡
❡-% ♣❧✉- ❢❛✐❜❧❡ 2✉❡ ❧❡- ❤②♣♦%❤/-❡- ❞✬❡❧❧✐♣%✐❝✐%1 2✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐% ❤❛❜✐%✉❡❧❧❡♠❡♥%✳ ▲✬✐❞1❡
♣$✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣$❡✉✈❡ ❡-% 2✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉% ❛♣♣❧✐2✉❡$ ♥♦%$❡ ❢♦$♠✉❧❡ ❞✬■%O ❢❛✐❜❧❡ K ❧❛
❢♦♥❝%✐♦♥ u✱ 2✉✐✱ ❡♥ ❣1♥1$❛❧✱ ♥✬❡-% ❞1$✐✈❛❜❧❡ ♥✐ ❡♥ %❡♠♣- ♥✐ ❡♥ ❡-♣❛❝❡✳
①①① ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❈❤❛♣$❡& ✶
■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥ $♦ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉2
▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉( ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉- ♠❛✐♥ /♦♦❧ /❤-♦✉❣❤♦✉/ /❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ /❤✐( ❞♦❝✉♠❡♥/✳
❋♦- /❤❡ (❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡/❡♥❡(( ❛♥❞ ✐♥ ♦-❞❡- /♦ ✐♥/-♦❞✉❝❡ (♦♠❡ ♥♦/❛/✐♦♥✱ ✇❡ ♣-♦✈✐❞❡
❛ ❜-✐❡❢ ✐♥/-♦❞✉❝/✐♦♥ /♦ /❤❡ /♦♣✐❝✳ ▼♦(/ ♦❢ /❤❡ -❡(✉❧/( ✐♥ /❤✐( ❝❤❛♣/❡- ❛-❡ ❝❧❛((✐❝✱
❛♥❞ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❬✹✺❪✱ ❬✺✸❪✱ ❬✷✺❪✱ ❬✻✻❪✱ ❬✺✺❪✱ ❬✺✻❪✱ ❬✼✺❪ ❛♥❞ ❬✹✹❪✳
✶✳✶ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❛♥❛❧②)✐) ✐♥ ✜♥✐+❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥
❲❡ (/❛-/ ✇✐/❤ -❡(✉❧/( ❢-♦♠ ✜♥✐/❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧ ❣❛✉((✐❛♥ ❛♥❛❧②(✐(✳ ❚❤❡(❡ ✇✐❧❧ ❧✐❢/ ❛♥❞
❡①/❡♥❞ /♦ /❤❡ ✐♥✜♥✐/❡✲❞✐♠❡♥(✐♦♥♥❛❧ ❝❛(❡ ♦❢ /❤❡ ❲✐❡♥❡- (♣❛❝❡✳ ❋♦- /❤✐( (❡❝/✐♦♥ ✇❡
❢♦❧❧♦✇❡❞ ❬✹✹❪ ❛♥❞ ❬✺✺❪✳
✶✳✶✳✶ ●❛✉%%✐❛♥ (❛♥❞♦♠ ✈❛(✐❛❜❧❡%
❚❤-♦✉❣❤♦✉/ /❤✐( ❞♦❝✉♠❡♥/✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♥/❡♥(✐✈❡ ✉(❡ ♦❢ /❤❡ ♥♦-♠❛❧ ❣❛✉((✐❛♥
❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦/❡ µ✳ ■/ ✐( ❝❤❛-❛❝/❡-✐③❡❞ ❜② ✐/( ❞❡♥(✐/② ✇✐/❤ -❡❣❛-❞ /♦ /❤❡ ▲❡❜❡(❣✉❡
♠❡❛(✉-❡ ♦♥ R✿
dµ(x) =
1√
2π
· e−x
2
2 · dx ✭✶✳✶✮
♦-✱ ❡N✉✐✈❛❧❡♥/❧②✱ ❜② ✐/( ❋♦✉-✐❡- /-❛♥(❢♦-♠✿∫
R
eiξxdµ(x) = e−
ξ2
2
✭✶✳✷✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐( (/-❛✐❣❤/❢♦-✇❛-❞ ❜✉/ ♥♦/❡✇♦-/❤②✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✶✳ ▲❡" p ∈ [1,∞[ ❛♥❞ Q ∈ R[X]❀ "❤❡♥ Q ∈ Lp(R, µ)✳
❚❤❡-❡ ❛❧(♦ ✐(✿
❚❤❡♦!❡♠ ✶✳✶✳✶✳✶✳ ❋♦+ ❛♥② p ∈]1,∞[✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧2 ❛+❡ ❞❡♥2❡ ✐♥ Lp(µ)✳
✶
✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
 !♦♦❢✳ ▲❡# p ∈]1,∞[✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧*❡❛❞② ♦❜/❡*✈❡❞ #❤❛# ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐/ ✐♥ Lp(µ)✳
◆♦✇ ❧❡# f ∈ Lp∗ ✱ /♦ ❜② ❍8❧❞❡*✬/ #❤❡♦*❡♠ ❛❧❧ #❤❡ x 7→ xnf(x) ❛*❡ µ✲✐♥#❡❣*❛❜❧❡ ❛♥❞
/✉♣♣♦/❡ #❤❛# ❢♦* ❛❧❧ n ∈ N✿ ∫
xnf(x)dµ(x) = 0 ✭✶✳✸✮
❚❤❡♥✱ ❜② ❛ ✈❡*/✐♦♥ ♦❢ ❋✉❜✐♥✐✬/ #❤❡♦*❡♠✿∫
f(f)eiξxdµ(x) =
∞∑
n=0
(iξ)n
n!
∫
xnf(x)dµ(x) = 0 ✭✶✳✹✮
/♦ #❤❡ ❋♦✉*✐❡* #*❛♥/❢♦*♠ ♦❢ #❤❡ ♠❡❛/✉*❡ f · dµ ✐/ 0✱ ❤❡♥❝❡ ❜② ✐♥❥❡❝#✐✈✐#② ♦❢ #❤❡
❋♦✉*✐❡* #*❛♥/❢♦*♠ f = 0 µ✲❛✳/✳ ❇② ❞✉❛❧✐#② #❤✐/ ♣*♦✈❡/ #❤❛# ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧/ ❛*❡ ❞❡♥/❡
✐♥ (Lp
∗
)′ = Lp✳
✶✳✶✳✷ ●$❛❞✐❡♥* ❛♥❞ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡ ♦♣❡$❛*♦$0 ♦♥ Lp(R, µ)
■♥ "❤❡ %❡&✉❡❧ p ✐% ❛♥② ,❡❛❧ ♥✉♠❜❡, ✐♥ ]1,∞[✳
❆ ✇❡❛❦ ✭✐❡✿ ❞✐%",✐❜✉"✐♦♥❛❧✮ ❞❡,✐✈❛"✐✈❡ ♦♣❡,❛"♦, ✐% ❝❧❛%%✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Lp(R, µ)
❛% ✐" ✐% ♦♥ Lp(R, λ)❀ %❡❡✱ ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✶❪✱ ❬✼✵❪ ♦, ❬✼✶❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥❞✐✛❡,❡♥"❧② ♥♦"❡ f ′✱
df ♦, ∇f ❢♦, "❤❡ ✭✇❡❛❦ ♦, %",♦♥❣✮ ❞❡,✐✈❛"✐✈❡ ♦❢ f ✱ ✇❤❡♥❡✈❡, ✐" ❡①✐%"%✳ ❲❡ ✐♥",♦❞✉❝❡
Dp,k(R) "❤❡ %♣❛❝❡ ♦❢ "❤♦%❡ ❢✉♥❝"✐♦♥% ✐♥ L
p
✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐" k ✇❡❛❦ ❞❡,✐✈❛"✐✈❡% ✐♥ Lp❀
✐♥ ♦♣❡,❛"♦, ❧❛♥❣✉❛❣❡ "❤❡♦,②✿
Dp,k(R) = domLp
(∇k) ✭✶✳✺✮
❲❡ ❡&✉✐♣ Dp,k(R) ✇✐"❤ "❤❡ ❣,❛♣❤ ♥♦,♠✿
‖f‖Dp,k(R) = ‖f‖Lp + ‖∇kf‖Lp ✭✶✳✻✮
❚❤❡ ✭❣❛✉%%✐❛♥✮ ❞✐✈❡,❣❡♥❝❡ ♦♣❡,❛"♦, ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❛% "❤❡ ",❛♥%♣♦%❡ ♦❢ "❤❡ ❞❡,✐✈❛"✐✈❡
✐♥ "❤❡ %❡♥%❡ ♦❢ "❤❡ ❞✉❛❧✐"② ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② "❤❡ ♠❡❛%✉,❡ µ✳ ❚♦ ❣❡" ❛ ✢❛✈♦✉, ♦❢ "❤✐%✱
❝♦♥%✐❞❡, f, g ∈ S✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥"❡❣,❛"✐♥❣ ❜② ♣❛,"%✱ ♦♥❡ ♥♦"✐❝❡% "❤❛"✿
∫
R
f ′(x)g(x)dµ(x) =
∫
R
f ′(x)g(x)
e
−x2
2√
2π
dx
= −
∫
R
f(x)
d
dx
(
g(x)
e
−x2
2√
2π
)
dx
= −
∫
R
f(x)e
x2
2
d
dx
(
g(x)e
−x2
2
)
dµ(x)
=
∫
R
f(x) (−g′(x) + xg(x)) dµ(x) ✭✶✳✼✮
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❚❤✐$ ❧❡❛❞$ ✉$ *♦ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐*✐♦♥✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳✶ ✭●❛✉$$✐❛♥ ❞✐✈❡5❣❡♥❝❡ ♦♣❡5❛*♦5✮✳ ■! ✐# ❢♦&♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✐!#
❞♦♠❛✐♥ domLp(δ) !❤&♦✉❣❤ !❤❡ ❢♦&♠✉❧❛✿
δf(x) = −f ′(x) + xf(x) = −ex
2
2
d
dx
(
f(x)e
−x2
2
)
✭✶✳✽✮
❘❡♠❛-❦ ✶✳✶✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ !❤❡ ❞✐✈❡&❣❡♥❝❡ ✐# ❞❡♥#❡ ✐♥ Lp✳ ❉✐✈❡&❣❡♥❝❡# ❝♦✲
✐♥❝✐❞❡ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ !❤❡ #❡♥#❡ ♦❢ !✇♦ ♦& ♠♦&❡ ♣ #♦ ✇❡ ♦♠✐! !❤❡ ✐♥❞❡①✳
✶✳✶✳✸ ❍❡%♠✐(❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧/
❚❤❡ ♣✉5♣♦$❡ ♦❢ *❤✐$ ♣❛5❛❣5❛♣❤ ✐$ *♦ ✐♥*5♦❞✉❝❡ *❤❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶ ✭❍❡5♠✐*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$✮✳
Hn(x) = (δ
n1)(x) = (−1)nex
2
2
dn
dxn
(
e
−x2
2
)
✭✶✳✾✮
❇② ❛ $*5❛✐❣❤*❢♦5✇❛5❞ 5❡❝✉55❡♥❝❡ ♦♥❡ ❝❤❡❝❦$ *❤❛* *❤❡$❡ ✐♥❞❡❡❞ ❛5❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝*✐♦♥$ ❛♥❞ *❤❛* Hn ❤❛$ ❞❡❣5❡❡ ♥✳ ■* ✐$ ❡❛$② *♦ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ✜5$* ❢❡✇ ❍❡5♠✐*❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$✿
H0 = 1
H1 = X
H2 = X
2 − 1
H3 = X
3 − 3X
H4 = X
4 − 6X2 + 3
. . .
❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧$♦ ♥❡❡❞ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①*❡♥$✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❍❡5♠✐*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$✿
hn,a(x) :=
√
aHn
(
x√
a
)
✭✶✳✶✵✮
❚❤❡ ❍❡5♠✐*❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$ ❛5✐$❡ ❢5♦♠ ❛ ❣❡♥❡5❛*✐♥❣ $❡5✐❡$✿
(−1)nex
2
2
dn
dxn
(
e
−x2
2
)
= e
x2
2
dn
dtn |t=0
(
e
−(x−t)2
2
)
✭✶✳✶✶✮
❛♥❞ *❤❡5❡❢♦5❡ ✇❡ ✐♥❞❡❡❞ ❤❛✈❡✿
exp
(
xt− t
2
2
)
= exp
(
x2
2
− 1
2
(x− t)2
)
=
∞∑
n=0
tn
n!
Hn(x) ✭✶✳✶✷✮
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❛" ✇❡❧❧ ❛"✿
exp
(
xt− at
2
2
)
=
∞∑
n=0
tn
n!
hn,a(x) ✭✶✳✶✸✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 3❡"✉❧5 ✇✐❧❧ ❜❡ ❝3✉❝✐❛❧ 5♦ ♦✉3 ♣✉3♣♦"❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✶✳✸✳✶✳
(
Hn√
n!
)
✐! ❛♥ ♦%&❤♦♥♦%♠❛❧ ❜❛!✐! ♦❢ L2(µ)✳
-%♦♦❢✳ ❲❡ ❤❛✈❡ "❡❡♥ 5❤❛5 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧" ❛3❡ ❞❡♥"❡✱ ✐♥ ♣❛35✐❝✉❧❛3✱ ✐♥ L2(µ)✳ ❆❧"♦✱
✇❡ ❦♥♦✇ 5❤❛5 Hn ❤❛" ❞❡❣3❡❡ n✱ 5❤❡3❡❢♦3❡ 5❤❡ ❍❡3♠✐5❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧" ❛3❡ ❛ ❜❛"❡ ♦❢
R[X] ✭3❡"♣✳ C[X]✮✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ 5♦ ♣3♦✈❡ 5❤❛5 5❤❡ ❢❛♠✐❧② ✇❡ ❝♦♥"✐❞❡3
✐" ♦35❤♦♥♦3♠❛❧✳
❋✐3"5 ❧❡5 n > m ❜❡ 5✇♦ ✐♥5❡❣❡3"✳ ❚❤❡♥✿
Eµ[HnHm] = Eµ[(δ
n1)Hm] = Eµ[H
(n)
m ] = 0 ✭✶✳✶✹✮
"♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣3♦✈❡♥ 5❤❡ ♦35❤♦❣♦♥❛❧✐5②✳ ❋♦3 5❤❡ ♥♦3♠❛❧✐5②✱ ❝♦♥"✐❞❡3✐♥❣ 5❤❡ ❣❡♥❡3❛5✐♥❣
"❡3✐❡" ❢♦3 5❤❡ ❍❡3♠✐5❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧" ❛♥❞ 5❛❦✐♥❣ 5❤❡ ♦35❤♦❣♦♥❛❧✐5② ✐♥5♦ ❛❝❝♦✉♥5✱ ♦♥❡
"❡❡" 5❤❛5✿ ∫
R
(
exp
(
xt− t
2
2
))2
dµ(x) =
∞∑
n=0
t2n
n!2
∫
R
Hn(x)
2dµ(x) ✭✶✳✶✺✮
■5 ✐" 5❤❡♥ ❝❧❛""✐❝ 5♦ ❝♦♠♣✉5❡ 5❤❡ ✐♥5❡❣3❛❧ ♦❢ 5❤❡ ▲❍❙ ✇❤✐❝❤ ✐" et
2
✱ 5❤❡3❡❢♦3❡ ✐❞❡♥5✐❢②✲
✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥5" ✐♥ 5❤❡ ❚❛②❧♦3 "❡3✐❡" ❡①♣❛♥"✐♦♥ ❧❡❛❞" 5♦ Eµ[Hn] = n! ❛" ❡①♣❡❝5❡❞✳
❲❡ ♣3♦✈✐❞❡ 5✇♦ ♦5❤❡3 ❝❤❛3❛❝5❡3✐③❛5✐♦♥" ♦❢ 5❤❡ ❍❡3♠✐5❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧"✿
)$♦♣♦+✐-✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✶ ✭❘❡❝✉3"✐✈❡ ❝♦♥"53✉❝5✐♦♥ ♦❢ 5❤❡ ❍❡3♠✐5❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧"✮✳ ❚❤❡
❍❡%♠✐&❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧! ✈❡%✐❢② H0 = 0✱ H1 = X ❛♥❞✿
Hn+1 = XHn − nHn−1 ✭✶✳✶✻✮
)$♦♣♦+✐-✐♦♥ ✶✳✶✳✸✳✷ ✭❖❉❊ ✈❡3✐✜❡❞ ❜② 5❤❡ ❍❡3♠✐5❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧"✮✳ ❚❤❡ ❍❡%♠✐&❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧! ✈❡%✐❢②✿
H ′′n −XH ′n + nHn = 0 ✭✶✳✶✼✮
✶✳✶✳✹ ❚❤❡ ❖'♥)*❡✐♥ ❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ♦♣❡'❛*♦' ❛♥❞ *❤❡ ❛))♦❝✐❛*❡❞
)❡♠✐❣'♦✉♣
■5 ✐" "53❛✐❣❤5❢♦3✇❛3❞ ❝❛❧❝✉❧✉" 5♦ ❞❡3✐✈❡ 5❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡R✉❛5✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐" ❢❛♠✐❧✐❛3 5♦
R✉❛♥5✉♠ ♣❤②"✐❝✐"5"✿
dδf − δdf = f ✭✶✳✶✽✮
✶✳✶✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❋■◆■❚❊ ❉■▼❊◆❙■❖◆ ✺
❲❡ ✇❛♥& &♦ ❛♣♣❧② &❤✐- ❢♦/♠✉❧❛ &♦ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ Hn✳ ❋✐/-&✱ ❝♦♥-✐❞❡/ H
′
n+1✳ ❚❤✐-
❤❛- &♦ ❜❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ❞❡❣/❡❡ n✳ ▲❡& ✉- ❝♦♠♣✉&❡ ✐& ❡①♣❧✐❝✐&❡❧② ❜② ♣/♦❥❡❝&✐♥❣ ✐&
♦♥ &❤❡ Hm✱ m ≤ n✳
Eµ[H
′
n+1Hn] = Eµ[Hn+1δHn] = Eµ[H
2
n+1] = (n+ 1)! ✭✶✳✶✾✮
❛♥❞ -✐♠✐❧❛/❧②✱ ❢♦/ m < n✿
Eµ[H
′
n+1Hm] = 0 ✭✶✳✷✵✮
❚❤❡/❡❢♦/❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢♦/♠✉❧❛ ✭✶✳✶✽✮ ♦♥❡ ♦❜&❛✐♥-✿
δdHn = nHn ✭✶✳✷✶✮
❚❤✐- ❧❡❛❞- ✉- &♦ ✐♥&/♦❞✉❝✐♥❣ &❤❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳✶ ✭❖/♥-&❡✐♥ ❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ♦♣❡/❛&♦/✮✳
Lf = δdf = d∗df ✭✶✳✷✷✮
❖❢ ❝♦✉/-❡ ✐& ✐- -&/❛✐❣❤&❢♦/✇❛/❞ &♦ ❝♦♠♣✉&❡✿
Lf(x) = −f ′′(x) + xf ′(x) ✭✶✳✷✸✮
❚❤✐- ♦♣❡/❛&♦/ ✐- -②♠♠❡&/✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣♦-✐&✐✈❡ ❜② ❝♦♥-&/✉❝&✐♦♥❀ ✐& ✐- ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞
❜② &❤❡ ♦/&❤♦♥♦/♠❛❧ ❜❛-✐- ♦❢ &❤❡ -❝❛❧❡❞ ❍❡/♠✐&❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧- ✇❤✐❝❤ ✐- /❡❧❡✈❛♥& &♦
♦✉/ -&✉❞②✳ −L ✐- &❤❡ ❣❡♥❡/❛&♦/ ♦❢ ❛ ❝♦♥&/❛❝&✐♦♥ -❡♠✐❣/♦✉♣ ✭-❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✮ ♦♥
Lp(µ)✿ &❤❡ ❖/♥-&❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ -❡♠✐❣/♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦&❡ Pt✳ ❇② ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♥&/❛❝&✐♦♥ -❡♠✐❣/♦✉♣ Pt ❡♥❥♦②- &❤❡ &✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣/♦♣❡/&✐❡-✿
PtPsf = Pt+sf ✭✶✳✷✹✮
❛♥❞
‖Ptf‖Lp ≤ ‖f‖Lp ✭✶✳✷✺✮
❆❧-♦✱ -❡♠✐❣/♦✉♣ &❤❡♦/② &❡❧❧- ✉- &❤❛& Ptf ✐- &❤❡ ✉♥✐S✉❡ -♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❈❛✉❝❤②
♣/♦❜❧❡♠✿
∂
∂t
g(t, x) = Lg(x) ✭✶✳✷✻✮
g(0, ·) = f ✭✶✳✷✼✮
❋/♦♠ &❤❡ ✉♥✐❝✐&② ♦❢ &❤❡ -♦❧✉&✐♦♥ &♦ -✉❝❤ ❛ ❈❛✉❝❤② ♣/♦❜❧❡♠ ♦♥❡ -❡❡- &❤❛& ❢♦/
f ∈ Lp1 ∩ Lp2 ✱ &❤❡ &✇♦ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ❞❡✜♥✐&✐♦♥- ♦❢ Ptf ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡/
♠❛❦❡ ❛ ❞✐-&✐♥❝&✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥ ❜❡❝❛✉-❡ ♦❢ &❤❡ ✉♥✐❝✐&② ❛♥❞ ♦❢ &❤❡ ❢♦/♠✉❧❛ LHn = Hn✱
♦♥❡ -❡❡- &❤❛&✿
PtHn = e
−ntHn ✭✶✳✷✽✮
❲❡ -❤❛❧❧ ♥♦✇ ♣/♦✈❡ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✶✳✹✳✶ ✭▼❡❤❧❡&✬( ❢♦&♠✉❧❛✮✳ ❚❤❡ ❖$♥&'❡✐♥ ❯❤❧❡♥❜❡❝❦ &❡♠✐❣$♦✉♣ ✐& ❞❡✲
✜♥❡❞ ❜② ❛ ❞❡♥&✐'②✿
Ptf(x) =
∫
f(y)pt(x, y)dµ(y) ✭✶✳✷✾✮
✇✐'❤✱ ♠♦$❡ ♣$❡❝✐&❡❧②✿
pt(x, y) =
∞∑
n=0
e−nt
n!
Hn(x)Hn(y) =
1√
1− e−2t exp
(
−e
−2tx2 − 2xye−t + e−2ty2
1− e−2t
)
✭✶✳✸✵✮
❚❤✐& ✐& ❡;✉✐✈❛❧❡♥' '♦✿
Ptf(x) =
∫
f
(
e−tx+
√
1− e−2ty
)
dµ(y) = E
[
f(e−tx+
√
1− e−2tN)
]
✭✶✳✸✶✮
✇❤❡$❡ N ✐& ❛ ♥♦$♠❛❧ ❣❛✉&&✐❛♥ $❛♥❞♦♠ ✈❛$✐❛❜❧❡✳
>$♦♦❢✳ ❲❡ ♣&♦✈❡ 8❤❡ &❡(✉❧8 ✐♥ 8❤❡ ❝❛(❡ ✇❤❡&❡ p = 2 ❛♥❞ ❡①8❡♥❞ ✐8 ❜② ❞❡♥(✐8② 8♦
8❤❡ ♦8❤❡& ❝❛(❡(✳ ■♥❞❡❡❞ ✐❢ f ∈ L2✱ ♦♥❡ ❤❛( ❛♥ ❡①♣❛♥(✐♦♥ ♦❢ 8❤❡ 8②♣❡✿
f =
∑
cn(f)
Hn√
n!
✭✶✳✸✷✮
✇❤❡&❡
cn(f) =
∫
R
f(x)
Hn(x)√
n!
dx ✭✶✳✸✸✮
❛♥❞ 8❤❡&❡❢♦&❡✿
Ptf =
∑
e−ntcn(f)
Hn√
n!
✭✶✳✸✹✮
❙♦ ✐❢ ✇❡ ✐♥8&♦❞✉❝❡ 8❤❡ ❢✉♥❝8✐♦♥✿
pt(x, y) =
∞∑
n=0
e−nt
n!
Hn(x)Hn(y) ✭✶✳✸✺✮
✇❤✐❝❤ ✐( ❡❛(✐❧② ✈❡&✐✜❡❞ 8♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ L2(µ⊗2)✱ ✇❡ (❡❡ 8❤❛8✿∫
R
f(y)pt(x, y)dy =
∑
e−nt
Hn(x)√
n!
∫
R
f(y)
Hn(y)√
n!
dy
=
∑
e−ntcn(f)
Hn√
n!
= Ptf(x) ✭✶✳✸✻✮
❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐8 ❡①♣&❡((✐♦♥ ❢♦& pt ✐( 8❤❡♥ ❝♦♠♣✉8❡❞ 8❤&♦✉❣❤ ✐♥✈❡&(❡ ❋♦✉&✐❡& 8&❛♥(❢♦&♠✳
■♥❞❡❡❞✱ &❡❝❛❧❧ 8❤❛8✿
Hn(x) = (−1)nex
2
2
d
dx
(
e−
x2
2
)
✭✶✳✸✼✮
✶✳✶✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❆◆❆▲❨❙■❙ ■◆ ❋■◆■❚❊ ❉■▼❊◆❙■❖◆ ✼
!♦ !✐♥❝❡✿
e−
x2
2 =
∫
eisx−
x2
2
ds√
2π
✭✶✳✸✽✮
.❤❡0❡ ❝♦♠❡!✿
Hn(x) = (−i)nex
2
2
∫
sneisx−
x2
2
ds√
2π
✭✶✳✸✾✮
❚❤❡0❡❢♦0❡✿
pt(x, y) =
∞∑
n=0
e−nt
n!
Hn(x)Hn(y)
= e
x2+y2
2
∫ ∫ ∞∑
n=0
(−στt)n
n!
eiσx−
σ2
2 eiτy−
τ2
2
dσ√
2π
dτ√
2π
= e
x2+y2
2
∫ ∫
exp
{
−στe−t + iσx− σ
2
2
+ iτy − τ
2
2
}
dσ√
2π
dτ√
2π
✭✶✳✹✵✮
❚❤❡♥ ✇❡ ❞♦ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛0✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ !❡♣❛0❛.❡! .❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥.❡❣0❛❧✿
(σ, τ) 7→
(
σ + τ√
2
,
σ − τ√
2
)
✭✶✳✹✶✮
❛♥❞ ✇❡ ♦❜.❛✐♥✿
pt(x, y)
= e
x2+y2
2
∫ ∫
exp
{
−σ
2 − τ2
2
e−t + i
σ + τ√
2
− (σ + τ)
2
4
+ i
σ − τ√
2
− (σ − τ)
2
4
}
dσ√
2pi
dτ√
2pi
= e
x2+y2
2
∫
exp
{
−1
2
(1 + e−t)σ2 + i
x+ y√
2
σ
}
dσ√
2pi
·
∫
exp
{
−1
2
(1− e−t)τ2 + ix− y√
2
τ
}
dτ√
2pi
= e
x2+y2
2 · e
−
(x+y)2
2(1+e−t
√
1 + et
· e
−
(x−y)2
2(1−e−t
√
1− e−t
=
1√
1− e−2t · exp
(
−1− e
−t
1 + e−t
· (x+ y)
2
4
−−1 + e
−t
1− e−t ·
(x− y)2
4
)
✭✶✳✹✷✮
!♦ ✇❡ ♦❜.❛✐♥ ♦✉0 ❡①♣0❡!!✐♦♥ ♦❢ pt✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ .❤❡ ❧❛!. ✐❞❡♥.✐.② ❛0✐!❡! ❢0♦♠ ❛ !✐♠♣❧❡
❝❤❛♥❣❧❡ ♦❢ ✈❛0✐❛❜❧❡!✳
❘❡♠❛$❦ ✶✳✶✳✹✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡-❡ ❞❡♥-✐(✐❡- ♠❛② ❛❧-♦ ❜❡ ❞♦♥❡ (❤2♦✉❣❤
(❤❡ ❙❉❊ ❛--♦❝✐❛(❡❞ (♦ (❤❡ ❖2♥-(❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ♣2♦❝❡--✿
dXt = −Xtdt+
√
2dWt ✭✶✳✹✸✮
✇❤✐❝❤ -♦❧✈❡- ❛-✿
Xt = X0 +
√
2
∫ t
0
e−(t−s)dWs ✭✶✳✹✹✮
❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② ❝❤❡❝❦ (❤❛( Xt ❤❛- ❞❡♥-✐(② pt ✐❢ X0 = 0✳
✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❋✐♥❛❧❧② '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❡/✉❧' ✐/ /✐♠♣❧❡ ❜✉' ✐♠♣♦.'❛♥'✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✶✳✹✳✷✳ ❚❤❡ Pt ❛♥❞ L ❛&❡ '②♠♠❡*&✐❝❛❧ ♦♣❡&❛*♦&'✳
✶✳✶✳✺ ❋$❛❝'✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ 0♣❛❝❡0
❋.❛❝'✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡./ ♦❢ Id − L ❛.❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛/ ✐/ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈❀ '❤❡♥ ♦♥❡
❣❡'/ '❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✶✳✺✳✶✳ ▲❡* p ∈]1,∞[ ❛♥❞ k ∈ N❀ *❤❡ *✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦&♠' ❛&❡ ❡6✉✐✈❛✲
❧❡♥* ♦♥ Dp,k✿
‖f‖Dp,k(R) = ‖f‖Lp + ‖∇kf‖Lp ✭✶✳✹✺✮
❛♥❞✿
‖f‖ = ‖(Id− L)k/2f‖Lp ✭✶✳✹✻✮
❚❤✐/ ❛❧❧♦✇/ '♦ ❞❡✜♥❡ ❢.❛❝'✐♦♥❛❧ ❙♦❜♦❧❡✈ /♣❛❝❡/ ❜✉✐❧' ♦♥ '❤❡ ❣❛✉//✐❛♥ ♠❡❛/✉.❡
✐♥ ❛ ♥❛'✉.❛❧ ✇❛②❀ ✇❡ ♦♠✐' '❤❡ ❞❡'❛✐❧/ ❛/ ✇❡ ♠❛② .❡❝♦✈❡. '❤❡♠ ❛/ ❛ /♣❡❝✐❛❧ ❝❛/❡ ♦❢
'❤❡ ✐♥✜♥✐'❡✲❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❛❧ .❡/✉❧'/ ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ♠♦.❡ ❞✐.❡❝'❧② .❡❧❡✈❛♥' '♦ ♦✉. /'✉❞② ✲
/❡❡ '❤❡ ♥❡①' /❡❝'✐♦♥✳
✶✳✶✳✻ ❊①'❡♥0✐♦♥ '♦ d✲❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ 0♣❛❝❡0
■❢ n = (n1, · · · , nd) ∈ NN ✱ ✇❡ ♥♦'❡✿
n! =
N∏
i=1
ni! ✭✶✳✹✼✮
❲❡ ❛❧/♦ ❞❡✜♥❡ N ✲❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❛❧ ❍❡.♠✐'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧/ ❛/✿
Hn(x) =
N∏
i=1
Hni(xi) ✭✶✳✹✽✮
✇❤❡.❡ ✇❡ ❛❜✉/✐✈❡❧② ✉/❡❞ '❤❡ /❛♠❡ ♥♦'❛'✐♦♥ ❢♦. 1✲❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❛❧ ❛♥❞ N ✲❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❛❧
❍❡.♠✐'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧/✳ ❲❡ ♥♦'❡ µ⊗N ❢♦. '❤❡ N ✲❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❛❧ ♥♦.♠❛❧ ❣❛✉//✐❛♥ ♠❡❛✲
/✉.❡ ♦♥ R
N
✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ♣.♦✈❡/✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✶✳✻✳✶✳
(
Hn√
n!
)
✐' ❛♥ ♦&*❤♦♥♦&♠❛❧ ❜❛'✐' ♦❢ L2(µ⊗N)✳
<&♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡.② ♠♦♥♦♠✐❛❧ Xki ♠❛② ❜❡ ✇.✐''❡♥ ❛/ ❛ ❧✐♥❡❛. ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡
Hn(Xi)✱ n ∈ N✱ ✐' ✐/ ❝❧❡❛. '❤❛' ❡✈❡.② ♠♦♥♦♠✐❛❧ Xk ♦♥ RN ♠❛② ❜❡ ✇.✐''❡♥ ❛/ ❛
❧✐♥❡❛. ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥'/ ✐♥ ♦✉. ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡.❡❢♦.❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛/ /♦♦♥
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✾
!❤❛! ✇❡ ♣'♦✈❡ !❤❛! ♦✉' ❢❛♠✐❧② ✐0 ♦'!❤♦❣♦♥❛❧ ❛♥❞ !❤✐0 ❧❛0! ❢❛❝! ✐0 0!'❛✐❣❤!❢♦'✇❛'❞ ❛0
0♦♦♥ ❛0 ♦♥❡ ♥♦!✐❝❡0 !❤❛!✿∫
RN
Hn(x)Hm(x)dµ
⊗N(x) =
N∏
i=1
∫
R
Hmi(xi)Hni(xi)dµ(xi) ✭✶✳✹✾✮
❚❤✐0 ❢❛❝! ❛❧❧ !❤❡ '❡0✉❧!0 ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉0! 0❡❡♥ !♦ !❤❡ N ✲❞✐♠❡♥0✐♦♥♥❛❧ ❝❛0❡❀ ❛0 !❤❡
♣'♦♦❢0 ❛'❡ 0!'❛✐❣❤!❢♦'❛'❞ ✇❡ ♦♠✐! !❤❡♠✳
✶✳✷ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉+
■♥ !❤✐ 0❡❝!✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥0!'✉❝! ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉0 ❛0 ❛♥ ✐♥✜♥✐!❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥♥❛❧
❡①!❡♥0✐♦♥ ♦❢ !❤❡ '❡0✉❧!0 ✐♥ !❤❡ ♣'❡✈✐♦✉0 0❡❝!✐♦♥✳
✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❲✐❡♥❡) ❛♥❞ ❈❛♠❡)♦♥✲▼❛)1✐♥ 2♣❛❝❡2
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✶ ✭❲✐❡♥❡' 0♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ❲✐❡♥❡& '♣❛❝❡ ✐' +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❡❝+♦& '♣❛❝❡
♦❢ ❝♦♥+✐♥✉♦✉' ❢✉♥❝+✐♦♥'✿
W = {f ∈ C ([0, 1],R) s.t.f(0) = 0} ✭✶✳✺✵✮
❡4✉✐♣♣❡❞ ✇✐+❤ ✐+' ♥❛+✉&❛❧ ❇❛♥❛❝❤ '♣❛❝❡ '+&✉❝+✉&❡ ❛&✐'✐♥❣ ❢&♦♠ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦&♠✿
‖f‖∞ = sup
t∈[0,1]
|f(t)| ✭✶✳✺✶✮
❲❡ '❡❝❛❧❧ !❤❡✿
❚❤❡♦,❡♠ ✶✳✷✳✶✳✶ ✭❘❛❞♦♥✮✳ ❚❤❡ '+&♦♥❣ ❞✉❛❧ '♣❛❝❡ W ′ ♦❢ W ✐' M/(R · δ0)✱ ✇❤❡&❡
M ✐' +❤❡ '❡+ ♦❢ ❛❧❧ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛'✉&❡' ♦♥ [0, 1] ❛♥❞ δ0 ✐' +❤❡ ❉✐&❛❝ ♠❛'' ❛+ 0✳ ■+ ✐' ❛
❇❛♥❛❝❤ '♣❛❝❡ ✇❤❡♥ ❡4✉✐♣♣❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ ❞✉❛❧ ♥♦&♠ ♦❢ ‖ · ‖∞✱ ✇❤✐❝❤ ✐'✿
‖ν‖W∗ = sup
‖f‖∞=1
∫
fdν ✭✶✳✺✷✮
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥0✐❞❡' !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥❛❧0✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✷ ✭❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢✉♥❝!✐♦♥❛❧0 ♦♥ !❤❡ ❲✐❡♥❡' 0♣❛❝❡✮✳
Wt = w ∈ W 7→ w(t) ∈ R ✭✶✳✺✸✮
✶✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❈❧❡❛&❧②✱ )❤❡+❡ ❛&❡ ❝♦♥)✐♥✉♦✉+ ❢✉♥❝)✐♦♥❛❧+ ♦♥ )❤❡ ❲✐❡♥❡& +♣❛❝❡✿ )❤❡② ❛❝)✉❛❧❧②
❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐)❤ )❤❡ ❉✐&❛❝ ♠❛++❡+✳ ❚❤❡ ❝♦&♥❡&+)♦♥❡ ♦❢ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉+ ✐+ )❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✷✳✶✳✷✳ ❚❤❡#❡ ❡①✐&'& ❛ ✉♥✐+✉❡ ♠❡❛&✉#❡ µ ♦♥ '❤❡ ❲✐❡♥❡# &♣❛❝❡ &✉❝❤
'❤❛' '❤❡ &'♦❝❤❛&'✐❝ ♣#♦❝❡&& (Wt)0≤t≤1 ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ '❤❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐'② &♣❛❝❡ (W , µ) ✐&
❛ ❇#♦✇♥✐❛♥ ♠♦'✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧ '❤❛' ♠❡❛&✉#❡ '❤❡ ❲✐❡♥❡# ♠❡❛&✉#❡✳ ❚❤❡ ❝♦♦#❞✐♥❛'❡
♣#♦❝❡&& X ❝♦♥&✐❞❡#❡❞ ✉♥❞❡# '❤❡ ❲✐❡♥❡# ♠❡❛&✉#❡ ✐& '❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❇#♦✇♥✐❛♥ ♠♦'✐♦♥✳
9#♦♦❢✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦) &❡❝❛❧❧ ❤♦✇ )♦ ❝♦♥+)&✉❝) ❛ ❇&♦✇♥✐❛♥ ♠♦)✐♦♥❀ ✐♥+)❡❛❞✱ ✇❡ +✐♠✲
♣❧② +❤♦✇ ❤♦✇✱ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❛ ❇&♦✇♥✐❛♥ ♠♦)✐♦♥ Y ♦♥ ❛ ❝❡&)❛✐♥ ♣&♦❜❛❜✐❧✐)② +♣❛❝❡
(Ω,F ,P)✱ ✇❡ ♠❛② ♠❛♣ ✐) )♦ )❤❡ ❡✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥❛❧+ ❛♥❞ ❝♦♥+)&✉❝) )❤❡ ❲✐❡♥❡&
♠❡❛+✉&❡✳ ■♥❞❡❡❞ ❧❡) ✉+ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡❛+✉&❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥✿
Φ = ω ∈ Ω 7→ Φ(ω) ∈ W ✭✶✳✺✹✮
❜② ♣✉))✐♥❣✿
Φ(ω) = t ∈ [0, 1] 7→ Yt(ω) = Wt(Y (ω)) ∈ R ✭✶✳✺✺✮
❈❧❡❛&❧② )❤❡ Φ(ω) ❛&❡ ❛✳+✳ ✐♥ W ❛+ )❤❡ ❇&♦✇♥✐❛♥ ♠♦)✐♦♥ ❛✳+✳ ❤❛+ ❝♦♥)✐♥✉♦✉+
)&❛❥❡❝)♦&✐❡+✳ ❚❤❡♥ Φ ✐+ ♠❡❛+✉&❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉+❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ Y ✐+ ❛♥❞ ♦♥ )❤❡ ♦)❤❡&
❤❛♥❞ )❤❡ ❡✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥❛❧+ ♦♥ )❤❡ ❲✐❡♥❡& +♣❛❝❡ ❛&❡ ❝♦♥)✐♥✉♦✉+✱ ❤❡♥❝❡ ❜♦&❡❧✐❛♥
❢♦& )❤❡ ♥❛)✉&❛❧ )♦♣♦❧♦❣②✳ ❲❡ ♠❛② )❤❡&❡❢♦&❡ ❞❡✜♥❡ µ ❛+ )❤❡ ✐♠❛❣❡ ♠❡❛+✉&❡ ♦❢ P ❜②
Φ ❛♥❞ ✇❡ )❤❡♥ ❤❛✈❡✱ ❢♦& ❛♥② ♠❡❛+✉&❛❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ f ♦♥ W ✿
Eµ [f (Wt, 0 ≤ t ≤ 1)] = EP [f ((W ◦ Y )t, 0 ≤ t ≤ 1)] = EP [f (Yt, 0 ≤ t ≤ 1)]
✭✶✳✺✻✮
❙✐♥❝❡ Y ✐+ ❛ ❇&♦✇♥✐❛♥ ♠♦)✐♦♥ ✉♥❞❡& P )❤✐+ ♣&♦✈❡+ )❤❛) W ✐+ ❛ ❇&♦✇♥✐❛♥ ♠♦)✐♦♥
✉♥❞❡& µ✳
■) ✐+ ✐♥)❡&❡+)✐♥❣ )♦ ♥♦)❡ )❤❛) ❢♦& µ− a.s. w1, w2 ∈ W ♦♥❡ ❤❛+✿
Wt(w1 + w2) = Wt(w1) +Wt(w2) ✭✶✳✺✼✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +♣❛❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝)✐♦♥+ ✐+ ❝❧♦+❡❧② &❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ❲✐❡♥❡& +♣❛❝❡✿
❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✸ ✭❈❛♠❡&♦♥✲▼❛&)✐♥ +♣❛❝❡✮✳
H =
{
t ∈ [0, 1] 7→
∫ t
0
f(s)ds
}
✭✶✳✺✽✮
❚❤❛' ✐&✿ H ✐& '❤❡ &♣❛❝❡ ♦❢ ♣#✐♠✐'✐✈❡& ♦❢ L2([0, 1] λ) ❢✉♥❝'✐♦♥& '❛❦✐♥❣ '❤❡ ✈❛❧✉❡ 0 ❛'
0✳ ❊+✉✐✈❛❧❡♥'❧②✱ H ✐& '❤❡ &♣❛❝❡ ♦❢ '❤♦&❡ L2 ❢✉♥❝'✐♦♥& ✇❤✐❝❤ ❝❛♥❝❡❧ ❛' 0 ❛♥❞ ❤❛✈❡
L2 ✇❡❛❦ ❞❡#✐✈❛'✐✈❡&✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉&✉❛❧❧② ♥♦'❡ h˙ ❢♦# '❤❡ ❞❡#✐✈❛'✐✈❡ ♦❢ h ∈ H✳
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✶✶
❲❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉*❡ ♦❢ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛**✐❝ 2❡*✉❧-*✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✷✳✶✳✸ ✭❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ *-2✉❝-✉2❡ ♦❢ -❤❡ ❈❛♠❡2♦♥✲▼❛2-✐♥ *♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ +✉❛♥.✐.② ✐0 ❛ ♥♦1♠ ♦♥ .❤❡ ✈❡❝.♦1 0♣❛❝❡ H✿
|h|H =
√∫ 1
0
h˙2(s)ds ✭✶✳✺✾✮
■! ❞❡✜♥❡& ❛ ❍✐❧❜❡,! &♣❛❝❡ &!,✉❝!✉,❡ ♦♥ H✳ ❆❧&♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❥❡❝!✐♦♥&✿
W∗ →֒ H →֒i W ✭✶✳✻✵✮
✇✐!❤ i ❞❡♥&❡ ✐♥!♦ ‖ · ‖∞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝! ✐♥!♦ | · |H ✳
<,♦♦❢✳ ❚❤❡ ❍✐❧❜❡/0 10/✉❝0✉/❡ ❛♥❞ 0❤❡ ❘❍❙ ✐♥❥❡❝0✐♦♥ ❛/❡ ♦❜✈✐♦✉1✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝0♥❡11
♦❢ i ✐1 ❛ 1♣❡❝✐❛❧ ❝❛1❡ ♦❢ 0❤❡ ❘❡❧❧✐❝❤ 0❤❡♦/❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡♥1✐0② ♠❛② ❜❡ ♦❜0❛✐♥❡❞✱ ❢♦/
❡①❛♠♣❧❡✱ ✈✐❛ 0❤❡ ❙0♦♥❡✲❲❡✐❡/10/❛11 0❤❡♦/❡♠✳
❋♦/ 0❤❡ ▲❍❙ ✐♥❥❡❝0✐♦♥✱ 1✐♠♣❧② ❝♦♥1✐❞❡/ 0❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛0✐♦♥✿
Φ = ν 7→
(
t 7→
∫ t
0
ν(]s, 1])ds
)
✭✶✳✻✶✮
■0 ✇❛1 ♥❛0✉/❛❧ 0♦ ✐♥0/♦❞✉❝❡ Φ ❜❡❝❛✉1❡ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐1 ✈❛❧✐❞ µ✲❛✳1✳ 0❤/♦✉❣❤ ❛
1✐♠♣❧❡ ✐♥0❡❣/❛0✐♦♥ ❜② ♣❛/01 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❥✉10✐✜❡❞ ♣/♦♣❡/❧② ❜② ✇♦/❦✐♥❣ ♦♥ ❘✐❡♠❛♥♥
1✉♠1 ❛♥❞ 0❛❦✐♥❣ ❧✐♠✐01 ✐♥ ♣/♦❜❛❜✐❧✐0②✿
W∗ 〈ν, w〉W =
∫ 1
0
w(s)dν(s)
=
∫ 1
0
Ws(w)dν(s)
= W1(w)ν([0, 1])−
(∫ 1
0
ν([0, s])dWs
)
(w)
=
(∫ 1
0
ν(]s, 1])dWs
)
(w) ✭✶✳✻✷✮
❆❧1♦ ✇❡ ♥♦✇ 1❡❡ 0❤❛0✱ ✐♥ ❛❞❞✐0✐♦♥ 0♦ ‖ · ‖W∗ ✱ 0❤❡/❡ ✐1 ❛♥♦0❤❡/ ♥❛0✉/❛❧ ♥♦/♠ ♦♥
W∗✿
‖ν‖W∗,2 =
√∫ 1
0
ν(]s, 1])2ds =
√√√√E
[(∫ 1
0
ν(]s, 1])dWs
)2]
✭✶✳✻✸✮
✶✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
■# ❝❧❡❛(❧② ❛(✐+❡+ ❢(♦♠ ❛ +❝❛❧❛( ♣(♦❞✉❝#✱ ❛♥❞ ♣(♦✈✐❞❡+ ❛♥ ✐+♦♠❡#(② ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ❘❛❞♦♥
♠❡❛+✉(❡+ ❛♥❞ ❛ +✉❜+❡# ♦❢ #❤❡ +#♦❝❤❛+#✐❝ ✐♥#❡❣(❛❧+ ♦♥ ❞❡#❡(♠✐♥✐+#✐❝ L2(λ) ❢✉♥❝#✐♦♥+✳
■# ✐+ ♥♦# ❛ ❝♦♠♣❧❡#❡ +♣❛❝❡✿ ✐♥❞❡❡❞✱ #❤❡ +❡# ♦❢ #❤❡ ♣(✐♠✐#✐✈❡+ ♦❢ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛+✉(❡+✱ ✐❡
#❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ Φ✱ ✐+ ❡❛+✐❧② +❡❡♥ #♦ ❜❡ ❞❡♥+❡ ✐♥ H✱ #❤❡(❡❢♦(❡ #❤❡ +❡# ♦❢ #❤❡ +#♦❝❤❛+#✐❝
✐♥#❡❣(❛❧+
∫
h˙dW ✱ ✇❤❡(❡ h ❞❡+❝(✐❜❡+ H✱ ✐+ ✐+♦♠❡#(✐❝ #♦ #❤❡ ❝♦♠♣❧❡#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ +❡# ♦❢
❘❛❞♦♥ ♠❡❛+✉(❡+ W∗ ❢♦( #❤❡ ♥♦(♠ ‖ · ‖W∗,2✳
❲❡ ✜♥✐+❤ #❤✐+ ♣❛(❛❣(❛♣❤ ✇✐#❤ #✇♦ +✐♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥+ (❡❧❛#❡❞ #♦ ❡>✉❛#✐♦♥
✶✳✺✼✳
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✶✳ ▲❡" h ∈ L2✳ ❋♦& ❛✳(✳ w1, w2 ∈ W✿(∫
h(s)dWs
)
(w1 + w2) =
(∫
h(s)dWs
)
(w1) +
(∫
h(s)dWs
)
(w2) ✭✶✳✻✹✮
*&♦♦❢✳ ❲(✐#❡ #❤❡ +#♦❝❛+#✐❝ ✐♥#❡❣(❛❧ ♦♥ #❤❡ ▲❍❙ ❛+ #❤❡ ❧✐♠✐# ♦❢ ❛ ❘✐❡♠❛♥♥ +✉♠ ❛♥❞
❛♣♣❧② ❡>✉❛#✐♦♥ ✶✳✺✼✳
❲✐#❤ +✐♠✐❧❛( #❡❝❤♥✐>✉❡+✱ ♦♥❡ ♣(♦✈❡+✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✷✳ ▲❡" g, h ∈ H✳ ❚❤❡♥(∫
h˙(s)dWs
)
(g) = (g, h)H ✭✶✳✻✺✮
✶✳✷✳✷ ❈❤❛♦' ❞❡❝♦♠♣♦'✐.✐♦♥ ♦♥ .❤❡ ❲✐❡♥❡1 '♣❛❝❡
❲❡ (❡❝❛❧❧ #❤❛# W ❞❡♥♦#❡+ #❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❇(♦✇♥✐❛♥ ♠♦#✐♦♥ ♦♥ (W , µ) ❛♥❞ ✇❡ +#❛(#
✇✐#❤ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✷✳✶✳ ▲❡" (hi) ❜❡ ❛♥② ❖◆❇ ♦❢ H✳ ❚❤❡♥✿
σ(Wt, 0 ≤ t ≤ 1) = σ
(∫ 1
0
h˙i(s)dWs, i ∈ N
)
✭✶✳✻✻✮
*&♦♦❢✳ ❇② ❡❧❡♠❡♥#❛(② +#♦❝❤❛+#✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉+✱ ❛♥② +#♦❝❤❛+#✐❝ ✐♥#❡❣(❛❧
∫ 1
0
h˙i(s)dWs ✐+
♠❡❛+✉(❛❜❧❡ ✇✐#❤ (❡+♣❝# #♦ #❤❡ σ✲✜❡❧❞ σ(Wt, 0 ≤ t ≤ 1)✱ #❤❡(❡❢♦(❡ ✇❡ ❤❛✈❡ #❤❡
✐♥❝❧✉+✐♦♥✿
σ(Wt, 0 ≤ t ≤ 1) ⊃ σ
(∫ 1
0
h˙i(s)dWs
)
✭✶✳✻✼✮
❈♦♥✈❡(+❡❧② +✐♥❝❡ (hi) ✐+ ❛♥ ❖◆❇ ♦❢ H✱ (h˙i) ✐+ ❛♥ ❖◆❇ ♦❢ L
2(λ)✱ ❤❡♥❝❡ #❤❡ ✐♥❞✐❝❛#♦(
♦❢ ❛♥ ✐♥#❡(✈❛❧ ❤❛+ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦+✐#✐♦♥✿
1[0,t] =
∞∑
i=1
αih˙i ✭✶✳✻✽✮
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✶✸
❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ♦♥❡ *❡❡* +❤❛+✱ ✐♥ +❤❡ L2 *❡♥*❡✿
Wt = lim
n→∞
n∑
i=1
αi ·
∫ 1
0
h˙i(s)dWs ✭✶✳✻✾✮
❢%♦♠ ✇❤✐❝❤ +❤❡ ❝♦♥✈❡%*❡ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ ❛%✐*❡*✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥+❡%❡*+ ♦❢ +❤✐* %❡*✉❧+ ✐* +❤❛+ ✐+ *❤♦✇* +❤❛+ +❤❡ ✐♥❢♦%♠❛+✐♦♥ ✐♥ +❤❡
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❇%♦✇♥✐❛♥ ✜❧+%❛+✐♦♥ ✐* ❡♥❝♦♠♣❛**❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦✉♥+❛❜❧❡ ✜❧+%❛+✐♦♥✳ ❚❤✐* ✇✐❧❧
❧❡+ ✉* ❞❡✜♥❡ ♠♦%❡ ❤✐❧❜❡%+✐❛♥ *+%✉❝+✉%❡*✳ ■♥ ♣❛%+✐❝✉❧❛%✱ ✇❡ ✐♥+%♦❞✉❝❡ +❤❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶ ✭@♦❧②♥♦♠✐❛❧* ♦♥ +❤❡ ❲✐❡♥❡% *♣❛❝❡✮✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& ❛♥ ❖◆❇
(hi) ♦❢ H ❤❛$ ❜❡❡♥ ✜①❡❞✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ &❤❡ ❲✐❡♥❡9 $♣❛❝❡ ❛♥② 9❛♥❞♦♠
✈❛9✐❛❜❧❡ ♦❢ &❤❡ &②♣❡✿
P
(∫ 1
0
h˙1(s)dWs, . . . ,
∫ 1
0
h˙n(s)dWs
)
✭✶✳✼✵✮
✇❤❡9❡ n ✐$ ❛♥ ✐♥&❡❣❡9 ❛♥❞ P ✐$ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦♥ Rn ✭9❡$♣ Cn✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧
♥♦&❡ P &❤❡ $♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 9❛♥❞♦♠ ✈❛9✐❛❜❧❡$ ♦♥ &❤❡ ❲✐❡♥❡9 $♣❛❝❡✳
■+ ✐* ♥♦+❡✇♦%+❤② +❤❛+ *✐♥❝❡ +❤❡ h˙i ❛%❡ ♦%+❤♦❣♦♥❛❧ +♦ ❡❛❝❤ ♦+❤❡% ✐♥ L
2(λ) ❛♥❞
❤❛✈❡ ♥♦%♠ 1✱ +❤❡%❡ ✐* +❤❡ ✐❞❡♥+✐+② ✐♥ ❧❛✇✿(∫ 1
0
h˙1(s)dWs, . . . ,
∫ 1
0
h˙n(s)dWs
)
= N (0, Idn) ✭✶✳✼✶✮
❛♥❞ ✐♥ ♣❛%+✐❝✉❧❛% ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ %❛♥❞♦♠ ✈❛%✐❛❜❧❡* ❤❛✈❡ ♠♦♠❡♥+* ♦❢ ❛❧❧ ♦%❞❡%*✳ @♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝+✐♦♥* ❛%❡ +❤❡%❡❢♦%❡ ❡❛*② +♦ ✇♦%❦ ✇✐+❤✱ ❛♥❞ ♦✉% *+%❛+❡❣② ✐♥ ♠❛♥② ❝❛*❡*
✇✐❧❧ ❜❡ +♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ♦❜❥❡❝+ ♦% ♣%♦✈❡ ❛ %❡*✉❧+ ✜%*+ ❢♦% +❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝+✐♦♥*✱ ❛♥❞
+❤❡♥ +♦ ❡①+❡♥❞ ✐+ +♦ ♠♦%❡ ❣❡♥❡%❛❧ %❛♥❞♦♠ ✈❛%✐❛❜❧❡* ♦♥ +❤❡ ❲✐❡♥❡% *♣❛❝❡✳ ❚❤✐* ✇✐❧❧
❜❡ ♣♦**✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ +❤❡✿
❚❤❡♦,❡♠ ✶✳✷✳✷✳✶ ✭❞❡♥*✐+② ♦❢ +❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧* ♦♥ +❤❡ ❲✐❡♥❡% *♣❛❝❡✮✳ ▲❡& X ✐♥
Lp(W , µ) ❛♥❞ ǫ > 0✳ ❚❤❡♥ &❤❡9❡ ❡①✐$&$ ❛♥ ✐♥&❡❣❡9 n ❛♥❞ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐♥
n ✈❛9✐❛❜❧❡$ $✉❝❤ &❤❛&✿∥∥∥∥X − P (∫ 1
0
h˙1(s)dWs, . . . ,
∫ 1
0
h˙n(s)dWs
)∥∥∥∥
Lp(W,µ)
< ǫ ✭✶✳✼✷✮
B9♦♦❢✳ ▲❡+ ✉* ❞❡✜♥❡ ❛ ❞✐*❝%❡+❡ ♠❛%+✐♥❣❛❧❡ ❛*✿
Mn = E
[
X|
∫ 1
0
h˙i(s)dWs, i ≤ n
]
✭✶✳✼✸✮
✶✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❚❤❡♥✱ ❜② ❧❡♠♠❛ ✶✳✷✳✷✳✶ Mn ❝♦♥✈❡1❣❡3 ✐♥ L
p
5♦ X✱ ✐❡ ❢♦1 ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ n✿
‖Mn −X‖Lp < ǫ ✭✶✳✼✹✮
❆❧3♦✱ 5❤❡1❡ ❡①✐353 ❛ ❢✉♥❝5✐♦♥ fn 3✉❝❤ 5❤❛5✿
Mn = fn
(∫ 1
0
h˙1(s)dWs, . . . ,
∫ 1
0
h˙n(s)dWs
)
✭✶✳✼✺✮
◆♦✇ 3✐♥❝❡Mn ∈ Lp(W , µ) ❛♥❞
(∫ 1
0
h˙1(s)dWs, . . . ,
∫ 1
0
h˙n(s)dWs
)
✐3N (0, Idn) ✉♥❞❡1
µ✱ ♥❡❝❡33❛1✐❧② fn ∈ Lp(µn) ❛♥❞✿
‖Mn‖Lp(W,µ) = ‖fn‖Lp(µn) ✭✶✳✼✻✮
❋✐♥❛❧❧② ❜② 5❤❡♦1❡♠ ✶✳✶✳✶✳✶ 5❤❡1❡ ❡①✐353 ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Pn 3✉❝❤ 5❤❛5✿
‖fn − Pn‖Lp(µn) < ǫ ✭✶✳✼✼✮
❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉13❡✿∥∥∥∥Pn(∫ 1
0
h˙1(s)dWs, . . . ,
∫ 1
0
h˙n(s)dWs
)∥∥∥∥
Lp(W,µ)
= ‖Pn‖Lp(µn) ✭✶✳✼✽✮
3♦ ✇❡ ❛1❡ ❞♦♥❡✳
❆3 ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡1 ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 1❛♥❞♦♠ ✈❛1✐❛❜❧❡3 ♦♥ 5❤❡ ❲✐❡♥❡1 3♣❛❝❡✱ 3✐♥❝❡ 5❤❡3❡
❤❛✈❡ 5❤❡ 3❛♠❡ ❧❛✇ ❛3 5❤❡ ✉♥❞❡1❧②✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛5❡❞ ❛5 ❛ ♥♦1♠❛❧ ❣❛✉33✐❛♥
1❛♥❞♦♠ ✈❛1✐❛❜❧❡✱ ✐5 ✐3 ♥❛5✉1❛❧ 5♦ ❞❡❝♦♠♣♦3❡ 5❤❡ ✉♥❞❡1❧②✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ 5❤❡
❍❡1♠✐5❡ ❖◆❇ ❛♥❞ 5♦ 35✉❞② 5❤❡ ❤✐❧❜❡15✐❛♥ ♣1♦♣❡15✐❡3 ✇❤✐❝❤ 5❤✉3 ❛1✐3❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
351❛✐❣❤5❢♦1✇❛1❞ ❝♦♠♣✉5❛5✐♦♥3 3❤♦✇ 5❤❛5✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶✳ ■❢ p, q = (p1, . . . , pn1), (q1, . . . , qn1) ❛#❡ %✇♦ ❞✐✛❡#❡♥% ♠✉❧%✐✲
✐♥❞✐❝❡1✿
E
[
Hp
(∫
1
0
˙hp1(s)dWs, . . . ,
∫
1
0
˙hnp(s)dWs
)
Hq
(∫
1
0
˙hq1(s)dWs, . . . ,
∫
1
0
˙hnq (s)dWs
)]
= 0
✭✶✳✼✾✮
❛♥❞
E
[
Hp
(∫ 1
0
˙hp1(s)dWs, . . . ,
∫ 1
0
˙hnp(s)dWs
)2]
= p! ✭✶✳✽✵✮
❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ 5❤❡♦1❡♠ ✶✳✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ♣1♦♣♦3✐5✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✶ ✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛5❡❧② ♦❜5❛✐♥
5❤❡✿
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✶✺
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✷✳✷✳✷ ✭❲✐❡♥❡' ❝❤❛♦, ❞❡❝♦♠♣♦,✐0✐♦♥ ✲ ✜',0 ,0❛0❡♠❡♥0✮✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥'❛❜❧❡
❢❛♠✐❧② ♦❢ '❤❡
1
p!
·Hp
(∫ 1
0
˙hp1(s)dWs, . . . ,
∫ 1
0
˙hnp(s)dWs
)
✱ ✇❤❡1❡ p ❞❡3❝1✐❜❡3 ❛❧❧ ♠✉❧'✐✲
✐♥❞✐❝❡3✱ '❤❡ Hp ❛1❡ '❤❡ ❍❡1♠✐'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧3 ❛♥❞ (hi) ✐3 ❛♥② ❖◆❇ ♦❢ H ❝♦♥3'✐'✉'❡3
❛♥ ❖◆❇ ♦❢ L2(W , µ)✳
❚❤❡ 0❡'♠✐♥♦❧♦❣② ✧❲✐❡♥❡' ❝❤❛♦, ❞❡❝♦♠♣♦,✐0✐♦♥✧ ✐, ❥✉,0✐✜❡❞ ❜② 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷ ✭❲✐❡♥❡' ❝❤❛♦,✮✳ ❚❤❡ ♥'❤ ♦1❞❡1 ❲✐❡♥❡1 ❝❤❛♦3✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦'❡
Cn✱ ✐3 '❤❡ ❧✐♥❡❛1 3♣❛♥ ♦❢ '❤❡ Hp
(∫ 1
0
˙hp1(s)dWs, . . . ,
∫ 1
0
˙hnp(s)dWs
)
✱ ✇❤❡1❡ '❤❡ Hp
❛1❡ '❤❡ ❍❡1♠✐'❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧3 ✇✐'❤ '♦'❛❧ ❞❡❣1❡❡ n✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛'❛❝0❡'✐③❡ 0❤❡ ❲✐❡♥❡' ❝❤❛♦,❡, 0❤❛♥❦, 0♦ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡,✉❧0✿
.$♦♣♦0✐-✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷✳ ❋♦1 ❛♥② n ∈ N ❛♥❞ h ∈ H 3✉❝❤ '❤❛' |h|H = 1✿
Hn
(∫ 1
0
h˙(s)dWs
)
=
∫
· · ·
∫
0<s1<···<sn<1
h˙(s1) · · · h˙(sn)dWs1 · · · dWsn ✭✶✳✽✶✮
?1♦♦❢✳ ❚❤❡ ,0❛0❡♠❡♥0 ✐, 0'✐✈✐❛❧ ❢♦' n = 0, 1✳ ■0 ✐, 0❤❡♥ ♣'♦✈❡❞ ❜② ❛ ,✐♠♣❧❡ '❡❝✉',✐♦♥
❛, 0❤❡ ❍❡'♠✐0❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧, ❛♥❞ 0❤❡ ♠✉❧0✐♣❧❡ ✐♥0❡❣'❛❧, ✈❡'✐❢② 0❤❡ ,❛♠❡ '❡❝✉',✐♦♥
'❡❧❛0✐♦♥,❤✐♣✳
❋'♦♠ 0❤✐, ✇❡ ❞❡❞✉❝❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✷✳✷✳✸ ✭❈❛'❛❝0❡'✐③❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♥0❤ ❲✐❡♥❡' ❝❤❛♦,✮✳ Cn ✐3 '❤❡ ❧✐♥❡❛1 3♣❛♥
♦❢ '❤❡ ♦1❞❡1 n ♠✉❧'✐♣❧❡ ❲✐❡♥❡1 ✐♥'❡❣1❛❧3 ❞❡3❝1✐❜❡❞ ✐♥ ♣1♦♣♦3✐'✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✷✱ ✇❤❡1❡ h
❞❡3❝1✐❜❡3 ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❖◆❇ ♦❢ H✳
Cn ❛❧3♦ ✐3 '❤❡ ❡✐❣❡♥3♣❛❝❡ ♦❢ '❤❡ ♦♣❡1❛'♦13 Pt ❛♥❞ L✱ ❛33♦❝✐❛'❡❞ '♦ '❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡3
e−nt ❛♥❞ n 1❡3♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ■♥ ♣❛1'✐❝✉❧❛1✱ '❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❲✐❡♥❡1 ❝❤❛♦3❡3 ❞♦❡3
♥♦' ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ '❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ 3♣❡❝✐✜❝ ❖◆❇ ♦❢ H✳
◆♦✇ 0❤❡ ❲✐❡♥❡' ❝❤❛♦, ❞❡❝♦♠♣♦,✐0✐♦♥ 0❤❡♦'❡♠ ♠❛② ❜❡ '❡♣❤'❛,❡❞✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✷✳✷✳✹ ✭❲✐❡♥❡' ❝❤❛♦, ❞❡❝♦♠♣♦,✐0✐♦♥ ✲ ,❡❝♦♥❞ ,0❛0❡♠❡♥0✮✳
L2(W , µ) =
⊥⊕
Cn ✭✶✳✽✷✮
✶✳✷✳✸ ●%❛❞✐❡♥+ ❛♥❞ ❞✐✈❡%❣❡♥❝❡ ♦♥ +❤❡ ❲✐❡♥❡% 2♣❛❝❡
❲❡ ✇❛♥0 0♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝0✐♦♥❛❧ ❞❡'✐✈❛0✐✈❡ ♦♥ 0❤❡ ❲✐❡♥❡' ,♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② 0♦
❞♦ 0❤✐, ✐, 0❤'♦✉❣❤ ♣❛'0✐❛❧✱ ✐❡ ❞✐'❡❝0✐♦♥❛❧ ❞❡'✐✈❛0✐✈❡,✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇❛♥0 0♦ ❝♦♥,✐❞❡'✱
✇❤❡♥ 0❤❡② ❡①✐,0✱ Lp✲❧✐♠✐0, ♦❢ 0❤❡ 0②♣❡✿
∇w˜X(w) = lim
α→0
X(w + αw˜)−X(w)
α
✭✶✳✽✸✮
✶✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❖❢ ❝♦✉'(❡✱ ❢♦' +❤❡ +❤❡♦'② +♦ ♠❛❦❡ (❡♥(❡✱ ✐+ ✐( ♥❡❝❡((❛'② +❤❛+✱ ✐❢ X = Y ❛❧♠♦(+
(✉'❡❧② ❛♥❞ X ✐( ❞✐✛❡'❡♥+✐❛❜❧❡✱ +❤❡♥ Y ✐( ❛❧(♦ ❞✐✛❡'❡♥+✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ∇X = ∇Y ❛✳(✳
✐♥ ❡✈❡'② ❞✐'❡❝+✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛(❡( ✇❤❡'❡ +❤✐( ✐( ♣♦((✐❜❧❡ ❛'❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛'❛❣'❛♣❤✿
❚❤❡ ●✐%&❛♥♦✈ ❛♥❞ ❈❛♠❡%♦♥✲▼❛%0✐♥ 0❤❡♦%❡♠&
❋✐'(+ ✇❡ '❡❝❛❧❧ +❤❡ ❝❧❛((✐❝✿
❚❤❡♦%❡♠ ✶✳✷✳✸✳✶ ✭●✐'(❛♥♦✈✮✳ ❆!!✉♠❡ %❤❛% u ✐! ❛ ♠❡❛!✉)❛❜❧❡ ♣)♦❝❡!! ♦♥ %❤❡
❲✐❡♥❡) !♣❛❝❡ ❛❞❛♣%❡❞ %♦ %❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❇)♦✇♥✐❛♥ ✜❧%)❛%✐♦♥✱ !✉❝❤ %❤❛% µ✲❛✳!✳∫ 1
0
u2sds <∞ ✭✶✳✽✹✮
❛♥❞ ❧❡%
Λt = exp
{
−
∫ t
0
usdWs − 1
2
∫ t
0
u2sds
}
✭✶✳✽✺✮
❆!!✉♠❡ %❤❛% E[Λ1] = 1✳ ❚❤❡♥✱ %❤❡ ♣)♦❝❡!! (Wt+
∫ t
0
usds, 0 ≤ t ≤ 1) ✐! ❛ ❇)♦✇♥✐❛♥
♠♦%✐♦♥ ✉♥❞❡) %❤❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐%② Λ1 · µ✳
:)♦♦❢✳ ❖♠✐++❡❞✱ (❡❡ ❬✻✵❪✳
❘❡♠❛%❦ ✶✳✷✳✸✳✶✳ ❚✇♦ ❛)❝❤❡%②♣❛❧ ❝❛!❡! ✇❤❡)❡ E[Λ1] = 1 ❛)❡✱ ✜)!%✱ ✇❤❡♥ %❤❡
◆♦✈✐❦♦✈ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✐! ✈❡)✐✜❡❞✿
E
[
exp
(
1
2
∫ 1
0
u2sds
)]
<∞ ✭✶✳✽✻✮
❛♥❞✱ !❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ %❤❡ ❑❛③❛♠❛❦✐ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ ✐! ✈❡)✐✜❡❞✿
E
[
exp
(
1
2
∫ 1
0
usdWs
)]
<∞ ✭✶✳✽✼✮
❯(✐♥❣ ❡✐+❤❡' ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ +✇♦ ❝'✐+❡'✐❛ ❛❜♦✈❡✱ ✐+ ✐( ✐♠♠❡❞✐❛+❡ +♦ ♦❜+❛✐♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦'♦❧❧❛'② ♦❢ +❤❡ ●✐'(❛♥♦✈ +❤❡♦'❡♠✿
❚❤❡♦%❡♠ ✶✳✷✳✸✳✷ ✭❈❛♠❡'♦♥✱ ▼❛'+✐♥✮✳ ▲❡% h ∈ H✳ ❚❤❡♥ W + h ✐! ❛ ❇)♦✇♥✲
✐❛♥ ♠♦%✐♦♥ ✉♥❞❡) %❤❡ ♣)♦❜❛❜✐❧✐%② ♠❡❛!✉)❡ ✇✐%❤ ❞❡♥!✐%② ✇✐%❤ )❡❣❛)❞ %♦ %❤❡ ❲✐❡♥❡)
♠❡❛!✉)❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
exp
{
−
∫ 1
0
h˙sdWs − 1
2
∫ 1
0
h2sds
}
✭✶✳✽✽✮
❊E✉✐✈❛❧❡♥%❧②✱ %❤✐! ♠❡❛♥! %❤❛% ❢♦) ❛♥② F ∈ Lp(W , µ)✱ p > 1✱ ❛♥❞ ❛♥② h ∈ H✱ ♦♥❡
❤❛!✿
Eµ
[
F (w + h) exp
{
−
∫
h˙sdWs − 1
2
∫ 1
0
h˙2sds
}]
= Eµ[F ] ✭✶✳✽✾✮
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✶✼
❚❤❡ ❈❛♠❡(♦♥✲▼❛(-✐♥ -❤❡♦(❡♠ ✇❛0 ❛❝-✉❛❧❧② ♣(♦✈❡❞ ♣(✐♦( -♦ -❤❡ ●✐(0❛♥♦✈ -❤❡✲
♦(❡♠✳ ■- ❛❞♠✐-0 ✈❛(✐♦✉0 ✐♥-✉✐-✐✈❡ ♣(♦♦❢0✱ ♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐0 ❜❛0❡❞ ♦♥ ❝❤❛(❛❝-❡(✐0-✐❝
❢✉♥❝-✐♦♥0 ❛♥❞ 0✉✐-0 ♦✉( 0❡--✐♥❣ ✇❡❧❧✿
 !♦♦❢✳ ❋✐(0- (❡❝❛❧❧ ❡A✉❛-✐♦♥ ✭✶✳✻✷✮✿ ❢♦( ❛♥② ν ∈ W∗✿
W∗ 〈ν, w〉W =
(∫ 1
0
ν(]t, 1])dWt
)
(w) ✭✶✳✾✵✮
❚❤❡(❡❢♦(❡ -❤❡ ❝❤❛(❛❝-❡(✐0✐-❝ ❢✉♥❝-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❲✐❡♥❡( ♠❡❛0✉(❡ ✐0✿
E[ei〈ν,w〉] = E[ei
∫ 1
0 ν(]t,1])dWt ] = e−
1
2
∫ 1
0 ν(]t,1])
2dt
✭✶✳✾✶✮
❛♥❞ 0✐♠✐❧❛(❧②✿
E[exp (i 〈ν, w〉 (w + h)) · Λ1]
= E
[
exp
{
i
∫ 1
0
ν(]t, 1])dWt + i
∫ 1
0
ν(]t, 1])h˙(t)dt−
∫ 1
0
h˙(t)dWt − 1
2
∫ 1
0
h˙(t)2dt
}]
= E
[
exp
{∫ 1
0
(
iν(]t, 1])− h˙(t)
)
dWt
}]
exp
{
i
∫ 1
0
ν(]t, 1])h˙(t)dt− 1
2
·
∫ 1
0
h˙(t)2dt
}
= exp
{∫ 1
0
(
iν(]t, 1])− h˙(t)
)2
dt
}
exp
{
i
∫ 1
0
ν(]t, 1])h˙(t)dt− 1
2
·
∫ 1
0
h˙(t)2dt
}
= exp
(
−1
2
·
∫ 1
0
ν(]t, 1])2dt
)
= E[exp (i 〈ν, w〉)] ✭✶✳✾✷✮
0♦ ✇❡ ❛(❡ ❞♦♥❡✳
❇② -❤❡ ❈❛♠❡(♦♥✲▼❛(-✐♥ -❤❡♦(❡♠✱ ✐- ✐0 ❝❧❡❛( -❤❛- ✐❢ X = Y ❛✳0✳ -❤❡♥ ❢♦( ❛♥②
h ∈ H ♦♥❡ ❛❧0♦ ❤❛0 X(·+ h) = Y (·+ h) ❛✳0✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡ ✐- ✐0 (❡❛0♦♥❛❜❧❡ -♦ -(② ❛♥❞
❝♦♥0✐❞❡( ❞❡(✐✈❛-✐✈❡0 ✐♥ -❤✐0 ❞✐(❡❝-✐♦♥✳ ❆❧0♦✱ -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (❡0✉❧- ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♣② ❢(♦♠
❬✹✶❪ ✐0 ❛ ❝♦♥✈❡(0❡ -♦ -❤❡ ❈❛♠❡(♦♥✲▼❛(-✐♥ -❤❡♦(❡♠ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞0 ✉0 ♥♦- -♦ ❝♦♥0✐❞❡(
♦-❤❡( ❞✐(❡❝-✐♦♥0 -❤❛♥ -❤❡ 0♣❛❝❡ H ❢♦( ♦✉( ❞❡(✐✈❛-✐✈❡0✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✷✳✸✳✸✳ ▲❡' w ∈ W −H✳ ❚❤❡♥✿ µ(·+w) ✐- ♥♦" ❛❜-♦❧✉'❡❧② ❝♦♥'✐♥✉♦✉-
✇✐'❤ !❡❣❛!❞- '♦ µ✳
 !♦♦❢✳ ❖♠✐--❡❞ ❛0 ✐- ✐0 ❜❛0❡❞ ♦♥ ❡❧❛❜♦(❛-❡ ❋♦✉(✐❡( ❛♥❛❧②0✐0 ❝♦♥0✐❞❡(❛-✐♦♥0 ❛♥❞ ✇❡
✇✐❧❧ ♥♦- ♠❛❦❡ ❞✐(❡❝- ✉0❡ ♦❢ -❤❡ (❡0✉❧-0❀ 0❡❡ ❬✹✶❪ ❢♦( -❤❡ ❞❡-❛✐❧0✳
✶✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❈♦♥#$%✉❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ●%♦##✲❙♦❜♦❧❡✈ ❞❡%✐✈❛$✐✈❡ ♦♥ $❤❡ ❲✐❡♥❡% #♣❛❝❡
▲❡$ 1 < p <∞✳
❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳✶ ✭❞✐✛❡*❡♥$✐❛❜✐❧✐$② ✐♥ ❛ ❞✐*❡❝$✐♦♥✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ %❛② (❤❛( X ∈ Lp ✐%
❞✐✛❡,❡♥(✐❛❜❧❡ ✐♥ (❤❡ ❞✐,❡❝(✐♦♥ h ∈ H ✇❤❡♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐( ❡①✐%(% ✐♥ (❤❡ Lp %❡♥%❡✿
∇hX(w) = lim
α→0
X(w + αh)−X(w)
α
✭✶✳✾✸✮
❙✉♣♣♦8❡ $❤❛$ X ∈ Lp ✐8 ❞✐✛❡*❡♥$✐❛❜❧❡ ✐♥ ❡✈❡*② ❞✐*❡❝$✐♦♥ h ∈ H✳ ❚❤❡♥ ✐$ ✐8 ❝❧❡❛*
$❤❛$ ❛✳8✳ h ∈ H 7→ ∇hX ∈ R ✐8 ❧✐♥❡❛* ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ ❝♦♥8✐❞❡* $❤❡ ✧✇❤♦❧❡✧
❣*❛❞✐❡♥$ ∇X ♦❢ X ❛8 ❛ *❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡ ✇✐$❤ ✈❛❧✉❡8 ✐♥ L(H,R) ≈ H✳ ❋♦* $❤✐8 $♦
❜❡ ❛ $*❛❝$❛❜❧❡ ❢*❛♠❡✇♦*❦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛♥ Lp 8$*✉❝$✉*❡ ❢♦* H✲✈❛❧✉❡❞ *❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡8✳
▼♦*❡ ❣❡♥❡*❛❧❧②✱ ✐❢ Ξ ✐8 8♦♠❡ 8❡♣❛*❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡*$ 8♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ❞❡✜♥❡✿
‖X‖Lp(W,µ,Ξ) = ‖|X|Ξ‖Lp(µ) = ‖ sup
|x|Ξ=1
(x,X)Ξ‖Lp(µ) ✭✶✳✾✹✮
❚❤✐8 ❧❡❛❞8 ✉8 $♦ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡*❡♥$✐❛❜✐❧✐$②✱ ✇❤✐❝❤✱ ❜❡❝❛✉8❡ ✇❡ ✇♦*❦
✐♥ ✐♥✜♥✐$❡ ❞✐♠❡♥8✐♦♥8✱ ❞❡♠❛♥❞8 8❧✐❣❤$❧② ♠♦*❡ $❤❛♥ ❥✉8$ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣❛*$✐❛❧ ❞❡*✐✈❛$✐✈❡
✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐*❡❝$✐♦♥✿
❉❡✜♥✐$✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳✷ ✭❞✐✛❡*❡♥$✐❛❜❧❡ *❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡8✮✳ ❲❡ %❛② (❤❛( X ∈ Lp ✐%
❞✐✛❡,❡♥(✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦(❡ X ∈ Dp,1✱ ✐❢ X ✐% Lp✲❞✐✛❡,❡♥(✐❛❜❧❡ ✐♥ ❡✈❡,② ❞✐,❡❝(✐♦♥
h ∈ H ❛♥❞ ✐❢ ∇X ∈ Lp(W , µ,H)✱ ✐❡✿∥∥∥∥∥ sup|g|H=1∇gX
∥∥∥∥∥
Lp
<∞ ✭✶✳✾✺✮
❘❡♠❛%❦ ✶✳✷✳✸✳✷✳ ■♥ ♦♣❡,❛(♦, (❤❡♦,② ❧❛♥❣✉❛❣❡ Dp,1 ✐% (❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ (❤❡ ♦♣❡,❛(♦,
∇✳
▲❡$ ✉8 ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ ❢❡✇ ❛*❝❤❡$②♣❛❧ ❡①❛♠♣❧❡8 ♦❢ ❞✐✛❡*❡♥$✐❛❜❧❡ *❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡8
$♦❣❡$❤❡* ✇✐$❤ $❤❡✐* ❞❡*✐✈❛$✐✈❡8✿
?%♦♣♦#✐$✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳✶✳ ▲❡( g, h ∈ H✳ ❚❤❡♥ ∫ h˙dW ∈ Dp,1 ❛♥❞
∇g
∫
h˙dW = (g, h)H ✭✶✳✾✻✮
?,♦♦❢✳
∫
h˙dW ∈ Lp ❜❡❝❛✉8❡ ✐$ ✐8 ❣❛✉88✐❛♥✳ ❚❤❛$ ✐$ ❤❛8 ❛ ❞❡*✐✈❛$✐✈❡ ✐♥ ❡✈❡*②
❞✐*❡❝$✐♦♥✱ ❛♥❞ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡8❡✱ ❛*❡ 8$*❛✐❣❤$❢♦*✇❛*❞ ❝♦♥8❡N✉❡♥❝❡8 ♦❢ $❤❡
❧✐♥❡❛*✐$②✱ 8❡❡ ♣*♦♣♦8✐$✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥ ❜② $❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛*③ ✐♥❡N✉❛❧✐$② ✐$ ✐8 ❝❧❡❛*
$❤❛$✱ µ✲❛✳8✿
sup
|g|H=1
∇g
∫
h˙dW = sup
|g|H=1
(g, h)H ≤ |h|H ✭✶✳✾✼✮
8♦ ∇ ∫ h˙dW ✐8 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Lp(W , µ,H) ❛♥❞ ✇❡ ❛*❡ ❞♦♥❡✳
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✶✾
▲❡$ ✉& ❛❧&♦ ♥♦$❡ $❤❛$✱ ❛& ❛ ❝♦♥&❡.✉❡♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♣1❡✈✐♦✉& ♣1♦♣♦&✐$✐♦♥✱ Wt ∈ Dp,1
❛♥❞✿
∇gWt = ∇g
∫
1[0,t]dW =
∫
1[0,t]g˙ = g(t) ✭✶✳✾✽✮
❆♥♦$❤❡1 ❝1✉❝✐❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✐& $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳✷✳ ▲❡" g, h ∈ H ❛♥❞ ❧❡" P ∈ C[X]✳ ❚❤❡♥ P (∫ h˙dW ) ∈ Dp,1✱
❛♥❞✿
∇gP
(∫
h˙dW
)
= P ′
(∫
h˙dW
)
· (g, h)H ✭✶✳✾✾✮
♦- ❡.✉✐✈❛❧❡♥"❧②✱ ❜② "❤❡ ❘✐❡5③ "❤❡♦-❡♠✿
∇
∫
h˙dW = h ✭✶✳✶✵✵✮
8-♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡
∫
h˙dW ✐& ❣❛✉&&✐❛♥ ✐$ ❤❛& ♠♦♠❡♥$& ♦❢ ❛❧❧ ♦1❞❡1& ❛♥❞ P (
∫
h˙dW ) ∈ Lp✳
◆♦✇✱ ✉&✐♥❣ ♣1♦♣♦&✐$✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳✷ ❛♥❞ ❛ ❚❛②❧♦1 ❡①♣❛♥&✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜$❛✐♥✱ µ✲❛✳&✿
P
((∫
h˙dW
)
(w + αg)
)
= P
((∫
h˙dW
)
(w) + α(g, h)H
)
=
degP∑
n=0
P (n)((
∫
h˙dW )(w))
n!
αn(h, g)nH ✭✶✳✶✵✶✮
❙✐♥❝❡ $❤❡ P (n)((
∫
h˙dW )(w)) ❛1❡ ✐♥ Lp ❛& ✇❡❧❧ ✐$ ✐& ❝❧❡❛1 $❤❛$ $❤❡ ◆❡✇$♦♥ 1❛$✐♦
❝♦♥✈❡1❣❡& ✐♥ Lp ❛& α $❡♥❞& $♦ 0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❡①✐&$❡♥❝❡ ✐❢ ❞❡1✐✈❛$✐✈❡& ✐♥ ❡✈❡1②
❞✐1❡❝$✐♦♥✳ ◆♦✇✱ &✐♠✐❧❛1❧② $♦ ✇❤❛$ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ✐♥ $❤❡ ♣1❡✈✐♦✉& ♣1♦♦❢✱ ❛✳&✿
sup
|g|H=1
∇gP
(∫
h˙dW
)
≤
∣∣∣∣P ′(∫ h˙dW)∣∣∣∣ · |h|H ✭✶✳✶✵✷✮
&♦ ✇❡ ♦❜$❛✐♥ ∇P
(∫
h˙dW
)
∈ Lp(W , µ,H) ❛♥❞
∥∥∥∥∇P (∫ h˙dW)∥∥∥∥
Lp
≤
∥∥∥∥P ′(∫ h˙dW)∥∥∥∥ · |h|H ✭✶✳✶✵✸✮
■$ ✐& &$1❛✐❣❤$❢♦1✇❛1❞ $♦ ❣❡♥❡1❛❧✐③❡ $❤✐& $♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧& ✐♥ &❡✈❡1❛❧ ✈❛1✐❛❜❧❡&✱ ❛♥❞
$❤❡1❡❢♦1❡ ✇❡ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✷✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳✸ ✭❞✐✛❡'❡♥)✐❛❜✐❧✐)② ♦❢ )❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧3 ♦♥ )❤❡ ❲✐❡♥❡' 3♣❛❝❡✮✳
❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& ❛♥ ❖◆❇ (hi) ♦❢ H ❤❛$ ❜❡❡♥ ✜①❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ &❤❡
❲✐❡♥❡: $♣❛❝❡ ✐$ ✐♥ Dp,1✱ ❛♥❞ ❢♦: ❛♥② g ∈ H✿
∇gP
(∫
h˙1dW, · · · ,
∫
h˙ndW
)
=
n∑
i=1
∂iP
(∫
h˙1dW, · · · ,
∫
h˙ndW
)
(g, hi)H
✭✶✳✶✵✹✮
♦:✱ ❡=✉✐✈❛❧❡♥&❧②✿
∇P
(∫
h˙1dW, · · · ,
∫
h˙ndW
)
=
n∑
i=1
∂iP
(∫
h˙1dW, · · · ,
∫
h˙ndW
)
hi ✭✶✳✶✵✺✮
❲❡ ♥♦✇ ♣'♦✈❡ )❤❡✿
❚❤❡♦!❡♠ ✶✳✷✳✸✳✹✳ ❚❤❡ ●:♦$$✲❙♦❜♦❧❡✈ ❞❡:✐✈❛&✐✈❡ ✐$ ❛ ❝❧♦$❡❞ ♦♣❡:❛&♦:✱ ✐❡ ✐❢ (Xn)
✐$ ❛ $❡=✉❡♥❝❡ ✐♥ Dp,1 ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡:❣❡$ &♦ 0 ✐♥ L
p
&❤❡♥ ✐❢ (∇Xn) ❝♦♥✈❡:❣❡$ ✐♥
Lp(W , µ,H) ✐&$ ❧✐♠✐& ❤❛$ &♦ ❜❡ 0✳
C:♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ )❤❛) lim∇Xn ❡①✐3)3 ✐) ✐3 ❡♥♦✉❣❤ )♦ ♣'♦✈❡ )❤❛) ✐) ✐3 0 ✐♥ ❡✈❡'②
❞✐'❡❝)✐♦♥✱ ✐❡ ❢♦' ❛♥② h ∈ H✱ ∇hXn → 0✳ ❙✐♥❝❡ )❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ '❛♥❞♦♠ ✈❛'✐❛❜❧❡3
♦♥ )❤❡ ❲✐❡♥❡' 3♣❛❝❡ ❛'❡ ❞❡♥3❡ ✐♥ Lp
∗
✱ ❜② ❞✉❛❧✐)② ✐) ✐3 ❡♥♦✉❣❤ )♦ ♣'♦✈❡ )❤❛) ❢♦' ❛♥②
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ φ✿ E[φ∇hXn]→ 0✳ ❚♦ ❞♦ )❤✐3✱ ✇❡ ♥♦)❡ )❤❛)✿
E[∇hXnφ] = d
dα |α=0
E[Xn(·+ αh) · φ]
=
d
dα |α=0
E
[
Xnφ(· − αh) exp
{
α
∫ 1
0
h˙(s)dWs − α
2
2
∫ 1
0
h˙2(s)ds
}]
= E
[
Xn
(
−∇hφ+ φ
∫ 1
0
h˙(s)dWs
)]
✭✶✳✶✵✻✮
3♦ ✇❡ ❛'❡ ❞♦♥❡ ❜② ❍G❧❞❡'✬3 ✐♥❡I✉❛❧✐)②✳
❚❤❡♦!❡♠ ✶✳✷✳✸✳✺✳ Dp,1 ✐$ ❛ ❇❛♥❛❝❤ $♣❛❝❡ ✐❢ ❡=✉✐♣♣❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ♥♦:♠✿
‖X‖Dp,1 = ‖X‖Lp + ‖∇X‖Lp(W,µ,H) ✭✶✳✶✵✼✮
▼♦:❡ ♣:❡❝✐$❡❧②✱ Dp,1 ✐$ &❤❡ ❝♦♠♣❧❡&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ $❡& ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$ ♦♥ &❤❡ ❲✐❡♥❡: $♣❛❝❡
❢♦: &❤❛& ♥♦:♠✳
C:♦♦❢✳ ❋♦' )❤❡ ✜'3) ♣❛')✱ ❛♥ ♦♣❡'❛)♦' ✐3 ❝❧♦3❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐)3 ❞♦♠❛✐♥ ✐3 ❛ ❇❛♥❛❝❤
3♣❛❝❡ ❢♦' ✐)3 ❣'❛♣❤ ♥♦'♠ 3♦ )❤❡ ♣'❡✈✐♦✉3 )❤❡♦'❡♠ ❣✐✈❡3 )❤❡ ❝♦♥❝❧✉3✐♦♥✳
❆❧)❡'♥❛)✐✈❡❧② ✇❡ ♠❛② ♦❜)❛✐♥ )❤❡ '❡3✉❧) ✐♥ ❛ ♠♦'❡ ✧❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥❛❧✧ ✇❛② ❜②
❝♦♥3✐❞❡'✐♥❣ ❛ ❈❛✉❝❤② 3❡I✉❡♥❝❡ (Xn)✱ ❛♥❞ ❜② ♥♦)✐♥❣ )❤❛) 3✐♥❝❡ )❤❡ ▲❡❜❡3❣✉❡ 3♣❛❝❡3
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✷✶
❛#❡ ❇❛♥❛❝❤ )♣❛❝❡)✱ (Xn) ❤❛) ,♦ ❝♦♥✈❡#❣❡ ✐♥ L
p
✱ ,♦✱ )❛②✱ X✱ ❛♥❞ (∇Xn) ❤❛) ,♦
❝♦♥✈❡#❣❡ ✐♥ Lp(H)✱ ,♦✱ )❛②✱ ξ✳ ◆♦✇ ✇❡ ❥✉), ♥❡❡❞ ,♦ ♣#♦✈❡ ,❤❛, X ∈ Dp,1 ❛♥❞ ,❤❛,
∇X = ξ✳ ❚♦ ❞♦ ,❤✐)✱ ❧❡, h ∈ H ❛♥❞ (αk) ❛ )❡:✉❡♥❝❡ ♦❢ #❡❛❧ ♥✉♠❜❡#) ❞❡❝#❡❛)✐♥❣ ,♦ 0✳
❚❤❡♥✱ )✐♥❝❡ Lp ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡) ,❤❡ ❛❧♠♦), )✉#❡ ❝♦♥✈❡#❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ )✉❜)❡:✉❡♥❝❡✱
❜② ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡①,#❛❝,✐♦♥ ♣#♦❝❡❞✉#❡ ,❤❡#❡ ❡①✐),) ❛ )✉❜)❡:✉❡♥❝❡ (Xψ(n)) )✉❝❤ ,❤❛,
❛✳)✳ ❢♦# ❡✈❡#② k✿
Xψ(n)(·+ αkh)→ X(·+ αkh) ✭✶✳✶✵✽✮
◆♦✇ ✇❡ )✐♠♣❧② ✇#✐,❡✿∣∣∣∣Xψ(m+n)(·+ αkh)−Xψ(m+n)αk − (ξ, h)H
∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣Xψ(m+n)(·+ αkh)−Xψ(m+n)αk − Xψ(n)(·+ αkh)−Xψ(n)αk
∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣Xψ(n)(·+ αkh)−Xψ(n)αk −∇hXψ(n)
∣∣∣∣
≤ ∣∣∇hXψ(n) − (ξ, h)H∣∣ ✭✶✳✶✵✾✮
▲❡, ǫ > 0✳ ❚❤❡#❡ ❡①✐),) N )✉❝❤ ,❤❛, ❢♦# ❛♥② n ≥ N ,❤❡ ,❤✐#❞ ,❡#♠ ✐) ❝♦♥,#♦❧❧❡❞ ❜②
ǫ✳ ❚❛❦❡ n = N ❢#♦♠ ♥♦✇ ♦♥✳ ❚❤❡#❡ ❡①✐),) K )✉❝❤ ,❤❛, ❢♦# ❛♥② k ≥ K✱ ❛, n = N ✱
,❤❡ )❡❝♦♥❞ ,❡#♠ ✐) ❝♦♥,#♦❧❧❡❞ ❜② ǫ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛, n = N ❛♥❞ k = K✱ ❜② ,❤❡ ❈❛✉❝❤②
♣#♦♣❡#,② ❢♦# ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ m ,❤❡ ✜#), ,❡#♠ ✐) ❝♦♥,#♦❧❧❡❞ ❜② ǫ✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡ ✐❢ ✇❡ ❧❡, m
,❡♥❞ ,♦ ✐♥✜♥✐,② ✇❡ ♦❜,❛✐♥✿∣∣∣∣X(·+ αKh)−XαK − (ξ, h)H
∣∣∣∣ < 3ǫ ✭✶✳✶✶✵✮
❚❤✐) ♣#♦✈❡) ,❤❛, X ❤❛) ❛ ❞✐✛❡#❡♥,✐❛❧ ✐♥ ❞✐#❡❝,✐♦♥ h ❛♥❞ ,❤❛, ,❤✐) ❞✐✛❡#❡♥,✐❛❧ ✐)
(ξ, h)H ✳ ❚❤❡♥ )✐♥❝❡ ξ ∈ Lp(H) ✇❡ ❛✉,♦♠❛,✐❝❛❧❧② ♦❜,❛✐♥ X ∈ Dp,1 ❛♥❞ ∇X = ξ )♦
✇❡ ❛#❡ ❞♦♥❡✳
❋♦# ,❤❡ )❡❝♦♥❞ ♣❛#,✱ ✇❡ ♥♦,❡ ,❤❛, ,❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧) ❛#❡ ❞❡♥)❡ ✐♥ ❛♥② Lp✱ ❛♥❞
❛❝,✉❛❧❧② ❜② ✉)✐♥❣ ,❤❡ )❛♠❡ ,❡❝❤♥✐:✉❡ ❛) ❜❡❢♦#❡ ♦♥❡ ♠❛② ♣#♦✈❡ ,❤❛, ,❤❡② ❛#❡ ❞❡♥)❡
✐♥ Dp,1 ❛) ✇❡❧❧✳
❘❡♠❛$❦ ✶✳✷✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦♥&'(✉❝'✐♦♥ ✐& &♦♠❡'✐♠❡& ❞♦♥❡ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ '❤❡ ❞❡(✐✈❛'✐✈❡
♦♥ '❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧& ♦♥❧②✱ ❜② ♣(♦✈✐♥❣ ❛ ✈❡(&✐♦♥ ♦❢ '❤❡♦(❡♠ ✶✳✷✳✸✳✹ ❢♦( ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧&
♦♥❧②✱ ❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ Dp,1 ❛& '❤❡ &❡' ♦❢ '❤♦&❡ (❛♥❞♦♠ ✈❛(✐❛❜❧❡& X ❢♦( ✇❤✐❝❤ '❤❡(❡
❡①✐&'& ❛♥ ❛♣♣(♦①✐♠❛'✐♥❣ &❡>✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧& (Pn) &✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ❣(❛❞✐❡♥'& (∇Pn)
❝♦♥✈❡(❣❡✳ ❚❤❡♥ ❜② '❤❡♦(❡♠ ✶✳✷✳✸✳✹ ✐' ♠❛❦❡& &❡♥&❡ '♦ ❞❡✜♥❡ ∇X = lim∇Pn✳ ■♥
'❤✐& ❝♦♥&'(✉❝'✐♦♥ Dp,1 ✐& ❛✉'♦♠❛'✐❝❛❧❧② '❤❡ ❝♦♠♣❧❡'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧& ❢♦( '❤❡ ♦♣✲
❡(❛'♦( ♥♦(♠✳ ❖❢ ❝♦✉(&❡ ✐' ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ ✭❜✉' '❡❞✐♦✉&✮ '♦ ♣(♦✈❡ '❤❛' ❜♦'❤ ❝♦♥&'(✉❝'✐♦♥&
❛(❡ ❡>✉✐✈❛❧❡♥'✳
✷✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❊①"❡♥%✐♦♥ "♦ ❍✐❧❜❡+" %♣❛❝❡ ✈❛❧✉❡❞ +❛♥❞♦♠ ✈❛+✐❛❜❧❡% ❛♥❞ ❤✐❣❤❡+ ♦+❞❡+
❞❡+✐✈❛"✐✈❡%
■❢ Ξ ✐$ ❛ $❡♣❛(❛❜❧❡ ❍✐❧❜❡(, $♣❛❝❡✱ ,❤❡♥ ,❤❡(❡ ✐$ ♥♦ ❞✐✣❝✉❧,② ✐♥ ❡①,❡♥❞✐♥❣ ♦✉( (❡$✉❧,$
,♦ Lp(W , µ,Ξ)✱ ,❤❡ ▲❡❜❡$❣✉❡ $♣❛❝❡ ♦❢ (❛♥❞♦♠ ✈❛(✐❛❜❧❡$ ,❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡$ ✐♥ Ξ✳ ■❢ (xi)
✐$ ❛♥ ❖◆❇ ♦❢ Ξ ❛♥❞ ✐❢ (hi) ✐$ ❛♥ ❖◆❇ ♦❢ H ,❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ,❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$ ♦♥ ,❤❡
❲✐❡♥❡( $♣❛❝❡ ❛$ (❛♥❞♦♠ ✈❛(✐❛❜❧❡$ ♦❢ ,❤❡ ,②♣❡✿
n∑
j=1
Pj
(∫
h1dW, · · · ,
∫
hnjdW
)
· xj ✭✶✳✶✶✶✮
❛♥❞ ❛❧❧ ,❤❡ ✐❞❡❛$ ❛♥❞ ♣(♦♦❢$ ♠❛② ❜❡ ❛❞❛♣,❡❞ ✐♥ ❛ $,(❛✐❣❤,❢♦(✇❛(❞ ✇❛②✳
❲❡ ❛(❡ ❡$♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥,❡(❡$,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❝❛$❡ ✇❤❡(❡ Ξ = H⊗ˆk✱ ,❤❡ ❦,❤ ♦(❞❡( $②♠✲
♠❡,(✐③❡❞ ,❡♥$♦( ♣♦✇❡( ♦❢ H ✭$❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ,❤✐$ ❝❛$❡ ❛❧❧♦✇$ ✉$ ,♦
❝♦♥$,(✉❝, ❤✐❣❤❡( ♦(❞❡( ●(♦$$✲❙♦❜♦❧❡✈ $♣❛❝❡$ ✈✐❛ ❛♥ ❡❛$② (❡❝✉((❡♥❝❡✿
Dp,k =
{
X ∈ Dp,k−1
∣∣∇k−1X ∈ Dp,1 (H⊗ˆ(k−1))} ✭✶✳✶✶✷✮
❛♥❞
∇kX = ∇ (∇k−1X) ✭✶✳✶✶✸✮
✐♥ ,❤❡ $❡♥$❡ ♦❢ Dp,1
(
H⊗ˆ(k−1)
)
✳
✶✳✷✳✹ ❚❤❡ ❞✐✈❡*❣❡♥❝❡ ♦♣❡*❛1♦*
❆$ ✐♥ ,❤❡ ✜♥✐,❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥♥❛❧ ❝❛$❡✱ ,❤❡ ❞✐✈❡(❣❡♥❝❡ ♦♣❡(❛,♦( ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛$ ,❤❡
❛❞❥♦✐♥, ♦❢ ,❤❡ ❣(❛❞✐❡♥,✱ ❛❧,❤♦✉❣❤ ♦♥ ,❡ ❲✐❡♥❡( $♣❛❝❡ ,❤❡ ❢♦(♠❛❧ ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ✐$ $❧✐❣❤,❧②
♠♦(❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✿
❉❡✜♥✐"✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳✶ ✭❉✐✈❡(❣❡♥❝❡ ♦♥ ,❤❡ ❲✐❡♥❡( $♣❛❝❡✮✳ ▲❡" ξ ∈ Lp(W , µ,H)✳ ❲❡
#❛② &❤❛& ξ ∈ domp(δ) ✐❢ ❢♦+ ❛♥② φ ∈ Dp∗,1 ✇❡ ❤❛✈❡✿
E[(∇φ, ξ)H ] ≤ c‖φ‖Dp∗,1 ✭✶✳✶✶✹✮
❛♥❞ ✐♥ &❤✐# ❝❛#❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ δξ ✈✐❛ &❤❡ ❘✐❡#③ &❤❡♦+❡♠ ❜②✿
E[φδξ] = E[(ξ,∇φ)H ] ✭✶✳✶✶✺✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0❡1✉❧31 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉1❡❢✉❧✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳✶ ✭❞✐✈❡0❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣0♦❞✉❝3✮✳ ▲❡& ξ ∈ domp(δ) ❛♥❞ X ∈ Dq,1
❢♦+ #♦♠❡ q > p∗✳ ❉❡✜♥❡ r > 1 #✉❝❤ &❤❛&✿
1
p
+
1
q
=
1
r
✭✶✳✶✶✻✮
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✷✸
❚❤❡♥ Xξ ∈ domr(δ) ❛♥❞✿
δ(Xξ) = Xδξ − (∇X, ξ)H ✭✶✳✶✶✼✮
'(♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r ❥✉01✐✜❡0 1❤❛1 ❜♦1❤ ❡①♣7❡00✐♦♥0 ♦♥ 1❤❡ ❘❍❙ ❛7❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ Lr ❜② ❍@❧❞❡7✬0 1❤❡♦7❡♠✳ ❆❧0♦✱ ❧❡1 φ ❜❡ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦♥ 1❤❡ ❲✐❡♥❡7 0♣❛❝❡✳
❚❤❡♥ φ ❤❛0 ♠♦♠❡♥10 ♦❢ ❛❧❧ ♦7❞❡70✱ ❛♥❞ ❡0♣❡❝✐❛❧❧② ♦❢ ♦7❞❡7 r∗✳ ❚❤❡7❡❢♦7❡ ✇❡ ♠❛②
✇7✐1❡✿
E[δ(Xξ)φ] = E[(Xξ,∇φ)H ]
= E[(ξ,X∇φ)H ]
= E[(ξ,∇(Xξ)− φ∇X)H ]
= E[(φ(Xδξ − (∇X, ξ)H)] ✭✶✳✶✶✽✮
0♦ ❜② ❞✉❛❧✐1② 1❤❡ ♣7♦♦❢ ✐0 ✜♥✐0❤❡❞✳
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✹✳✷✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡0❡(♠✐♥✐20✐❝ h ∈ H ✐2 0❤❡ 20♦❝❤❛20✐❝
✐♥0❡❣(❛❧ ♦❢ ✐02 ❞❡(✐✈❛0✐✈❡✿
δh =
∫ 1
0
h˙(s)dWs ✭✶✳✶✶✾✮
'(♦♦❢✳ ❇② 1❤❡ ❞❡✜♥✐1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ❞✐✈❡7❣❡♥❝❡✱ ❢♦7 ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ φ✿
E[φδh] = E[∇hφ] ✭✶✳✶✷✵✮
❖♥ 1❤❡ ♦1❤❡7 ❤❛♥❞✱ 0✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❢♦7♠✉❧❛ ✭✶✳✶✵✻✮ ✇❡ ♦❜1❛✐♥✿
E[∇hφ] = E
[
φ ·
∫
h˙dW
]
✭✶✳✶✷✶✮
0♦ ❜② 1❤❡ ✉0✉❛❧ ❞✉❛❧✐1② ❛7❣✉♠❡♥1 ✇❡ ❛7❡ ❞♦♥❡✳
✶✳✷✳✺ ❖%♥'(❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ♦♣❡%❛(♦% ♦♥ (❤❡ ❲✐❡♥❡% '♣❛❝❡
❉❡✜♥✐&✐♦♥ ❛♥❞ ✜!$& ♣!♦♣❡!&✐❡$
▲❡1 ✉0 ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♦♣❡7❛1♦70 ♦♥ 1❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧0 ♦♥ 1❤❡ ❲✐❡♥❡7 0♣❛❝❡ ❜② 1❤❡
❢♦7♠✉❧❛✿
Pt
(
f
(∫
h1dW, . . . ,
∫
hndW
))
=
(
P
(n)
t f
)(∫
h1dW, . . . ,
∫
hndW
)
✭✶✳✶✷✷✮
✇❤❡7❡ P
(n)
t ✐0 1❤❡ ❖7♥01❡✐♥ ❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ♦♣❡7❛1♦7 ♦♥ R
n
✳ ❚❤❡ 7❡0✉❧10 ❢♦7 1❤❡ ✜♥✐1❡
❞✐♠❡♥0✐♦♥♥❛❧ ❝❛0❡ ❛7❡ ❛✉1♦♠❛1✐❝❛❧❧② ❧✐❢1❡❞ 0✐♥❝❡ 1❤❡ (
∫
h1dW, . . . ,
∫
HndW ) ❛7❡
✷✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
♥♦$♠❛❧ ❝❡♥*❡$❡❞ ❣❛✉..✐❛♥.❀ ✐♥ ♣❛$*✐❝✉❧❛$ (Pt) ❞❡✜♥❡. ❛ ❝♦♥*$❛❝*✐✈❡ L
p
.❡♠✐❣$♦✉♣
♦♥ *❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧. ♦♥ *❤❡ ❲✐❡♥❡$ .♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❢♦$ ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ X✱ *❤❡ ▼❡❤❧❡$
❢♦$♠✉❧❛ ❤♦❧❞.✿
PtX(w) = E˜
[
X(e−tw +
√
1− e−2tw˜)
]
✭✶✳✶✷✸✮
■* ✐. .*$❛✐❣❤*❢♦$✇❛$❞ *♦ ❡①*❡♥❞ (Pt) *♦ ❛ ❝♦♥*$❛❝*✐♦♥ .❡♠✐❣$♦✉♣ ♦♥ ❛❧❧ L
p
❜② ❞❡♥✲
.✐*②❀ ▼❡❤❧❡$✬. ❢♦$♠✉❧❛ ✐. *❤❡♥ ✈❡$✐✜❡❞ ♦♥ ❛❧❧ Lp ❛♥❞✱ ❛. ✐♥ *❤❡ ✜♥✐*❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥♥❛❧
❝❛.❡✱ *❤❡$❡ ✐. ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐*② ❛❜♦✉* *❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ p✳ ❆. ❛ .❡♠✐❣$♦✉♣ (Pt) ❛❞♠✐*. ❛
❣❡♥❡$❛*♦$ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦*❡ L✳ ❆. ✐♥ *❤❡ ✜♥✐*❡ ❞✐♠❡♥.✐♦♥♥❛❧ ❝❛.❡✱ *❤❡ Pt ❛♥❞ L ❛$❡
.②♠♠❡*$✐❝❛❧✳ ❙✐♠✐❧❛$❧② *♦ ❡H✉❛*✐♦♥ ✶✳✶✷✷ ✇❡ ❤❛✈❡✿
L
(
f
(∫
h1dW, . . . ,
∫
hndW
))
=
(L(n)f)(∫ h1dW, . . . ,
∫
hndW
)
✭✶✳✶✷✹✮
❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧.♦ ♣$♦✈❡ *❤❛*✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✷✳✺✳✶✳ ❲❤❡♥❡✈❡% ❜♦(❤ ❡①♣%❡++✐♦♥+ ❛%❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✿
L = δ ◦ ∇ ✭✶✳✶✷✺✮
3%♦♦❢✳ ■* ✐. ❡♥♦✉❣❤ *♦ ♣$♦✈❡ *❤❡ ❡H✉❛*✐♦♥ ❢♦$ *❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧.✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞✿
∇
(
P
(∫
h1dW, . . . ,
∫
hndW
))
=
n∑
i=1
∂iP
(∫
h1dW, . . . ,
∫
hndW
)
hi
✭✶✳✶✷✻✮
❛♥❞ *❤❡$❡❢♦$❡
δ∇
(
P
(∫
h1dW, . . . ,
∫
hndW
))
=
n∑
i=1
∂iP
(∫
h1dW, . . . ,
∫
hndW
)
δhi −
n∑
i=1
∂2iiP
(∫
h1dW, . . . ,
∫
hndW
)
|hi|2
=
(L(n)P)(∫ h1dW, . . . ,
∫
hndW
)
= L
(
P
(∫
h1dW, . . . ,
∫
hndW
))
✭✶✳✶✷✼✮
❋✐♥❛❧❧② *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❡.✉❧* ✐. ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛*❡ ❝♦♥.❡H✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦$♠✉❧❛ ✭✶✳✶✷✷✮✿
❚❤❡♦$❡♠ ✶✳✷✳✺✳✷✳ ❋♦% ❛♥② X ∈ Cn✿
PtX = e
−ntX ✭✶✳✶✷✽✮
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✷✺
❛♥❞
LX = −nX ✭✶✳✶✷✾✮
■♥ ♦%❤❡( ✇♦(❞*✱ %❤❡ ❲✐❡♥❡( ❝❤❛♦* ❞❡❝♦♠♣♦*✐%✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡* %❤❡ ❖(♥*%❡✐♥ ❯❤❧❡♥✲
❜❡❝❦ *❡♠✐❣(♦✉♣✳
❙✉❜♦$❞✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❖$♥.)❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ .❡♠✐❣$♦✉♣
■♥ ♦*❞❡* -♦ ♣*♦✈❡ 0♦♠❡ ✐♥-❡*♣♦❧❛-✐♦♥ *❡0✉❧-0 ❢♦* -❤❡ ●*♦00✲❙♦❜♦❧❡✈ 0♣❛❝❡0✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♥❡❡❞ -♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♥-❡♥0✐✈❡ ✉0❡ ♦❢ ❛ 0❡♠✐❣*♦✉♣ ✇❤✐❝❤ ✐0 ❝❧♦0❡❧② *❡❧❛-❡❞ -♦
-❤❡ ❖*♥0-❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ 0❡♠✐❣*♦✉♣✳ ▼♦*❡ ♣*❡❝✐0❡❧②✱ ♦♥❡ ♠❛② ✐♥-*♦❞✉❝❡ Tt ❜❡ -❤❡
0❡♠✐❣*♦✉♣ ❣❡♥❡*❛-❡❞ ❜② −(Id−L)1/2❀ -❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ -❤❛- Id−L ✐0 -❤❡ ❣❡♥❡*❛-♦*
♦❢ -❤❡ 0✉❜♠❛*❦♦✈✐❛♥ 0❡♠✐❣*♦✉♣ e−tPt ❛♥❞ -❤❛- Tt ✐0 ✐-0 1/2✲0✉❜♦*❞✐♥❛-✐♦♥ ✭0❡❡
❛♣♣❡♥❞✐① ❈ ❢♦* ❞❡-❛✐❧0✮✱ -❤❡*❡❢♦*❡ ♦♥❡ ❤❛0 -❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐- ❡①♣*❡00✐♦♥ ❢♦* Tt✿
Tt =
∫ ∞
0
e−sPsλ
1/2
t (ds) ✭✶✳✶✸✵✮
✇❤❡*❡ -❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐-② ♠❡❛0✉*❡0 λ ❛*❡ ❝❤❛*❛❝-❡*✐③❡❞ -❤*♦✉❣❤ -❤❡✐* ▲❛♣❧❛❝❡ -*❛♥0✲
❢♦*♠0✿ ❢♦* 0 < β < 1 ∫ ∞
0
e−γsλβt (ds) = e
−γβt
✭✶✳✶✸✶✮
❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② ❝♦♠♣✉-❡ ❡①♣❧✐❝✐-❡❧② ❜② ✐♥✈❡*-✐♥❣ -❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ -*❛♥0❢♦*♠✿
λ
1/2
t (ds) =
1
2
√
π
ts−3/2e−
t2
4s · ds ✭✶✳✶✸✷✮
❛♥❞ -❤❡*❡❢♦*❡✿
Tt =
1
2
√
π
t
∫ ∞
0
s−3/2e−se−
t2
4sPsds ✭✶✳✶✸✸✮
❲❡ ♥♦-❡ -❤❛- Tt · 1 = e−t · 1 ❛♥❞ -❤❛- ♠♦*❡ ❣❡♥❡*❛❧❧②✿
7$♦♣♦.✐)✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✶✳ ■❢ F ∈ Lp %❤❡♥
‖TtF‖Lp ≤ e−t‖F‖Lp ✭✶✳✶✸✹✮
❆❧0♦✿
7$♦♣♦.✐)✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✷✳ ■❢ F ∈ Lp %❤❡♥
TtF ∈
⋂
s
Dp,s ✭✶✳✶✸✺✮
✷✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
✶✳✷✳✻ ❋%❛❝(✐♦♥❛❧ -♣❛❝❡- ❛♥❞ (❤❡ ▼❡②❡% ✐♥❡4✉❛❧✐(✐❡-
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ +♦ ❞❡✜♥❡ ❢/❛❝+✐♦♥♥❛❧ ♣♦✇❡/3 ♦❢ +❤❡ ♦♣❡/❛+♦/ Id + L ❛3 ♦♣❡❛+♦/3 ♦♥
❛ 3✉❜3♣❛❝❡ ♦❢ Lp✳ ■♥ +❤❡ ❝❛3❡ ✇❤❡/❡ p = 2✱ ✐+ ✐3 ♥❛+✉/❛❧ +♦ ✉3❡ +❤❡ ❲✐❡♥❡/ ❝❤❛♦3
/❡♣/❡3❡♥+❛+✐♦♥ ❛♥❞ +♦ 3❡+✿
(Id+ L)α/2In(fn) = (1 + n)α/2 · In(fn) ✭✶✳✶✸✻✮
❚❤❡♥✱ +❤❡ ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ✐3 ❝♦♠♣❧❡+❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛/✐+② ❛♥❞ ❞❡♥3✐+②✳ ❖❢ ❝♦✉/3❡✱ ❢♦/ ❛ ❣❡♥❡/❛❧
p +❤✐3 3+/❛+❡❣② ✐3 ♥♦ ❧♦♥❣❡/ ✈❛❧✐❞✱ ❜✉+ ✇❡ ✐♥3♣✐/❡ ❢/♦♠ ✐+ ❛♥❞ +❤❡ ❡D✉❛+✐♦♥✿
(1 + x)−α =
1
Γ(α)
·
∫ ∞
0
e−t(1+x)t−αdt ✭✶✳✶✸✼✮
✇❤✐❝❤ ✐3 ✈❛❧✐❞ ❢♦/ x, α > 0 ✐❢ Γ ❞❡♥♦+❡3 +❤❡ ✉3✉❛❧ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡
❛♥ ♦♣❡/❛+♦/ ♦♥ Lp ❛3✿
AαX =
1
Γ(α)
·
∫ ∞
0
e−tt−αPtXdt ✭✶✳✶✸✽✮
■+ ✐3 ❡❛3✐❧② ✈❡/✐✜❡❞ +❤❛+ +❤❡ ✐♥+❡❣/❛❧ ❛❜♦✈❡ ✐3 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Lp ✐♥ +❤❡ 3❡♥3❡ ♦❢
❇♦❝❤♥❡/ ❛♥❞ +❤❛+ Aα ✐3 ❛ ❝♦♥+/❛❝+✐♦♥ ♦♥ L
p
✳ ❆❧3♦✱ ❜② ❛ 3✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛/✐❛❜❧❡3✿
AαIn(fn) = (1 + n)
−αIn(fn) ✭✶✳✶✸✾✮
❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ♦✉/ ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ♠❛❦❡3 ✐♥+✉✐+✐✈❡ 3❡♥3❡ ❛♥❞ ♦♥ +❤❡ ♦+❤❡/ ❤❛♥❞
✇❡ ♥♦+❡ +❤❛+✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✻✳✶✳ Aα ♠❛♣# $❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧# ♦♥ $❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧#✳
❛♥❞
❈♦!♦❧❧❛!② ✶✳✷✳✻✳✶✳
Aα(L
p) ⊃ Lp ✭✶✳✶✹✵✮
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣/♦✈❡ +❤❛+✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✻✳✷✳ Aα ✐# ✐♥❥❡❝$✐✈❡✳
01♦♦❢✳ ❋✐/3+ 3✉♣♣♦3❡ +❤❛+ p = 2✱ ❛♥❞ ❧❡+ X ∈ L2 ❜❡ 3✉❝❤ +❤❛+ AαX = 0✳ ❚❤❡♥ ✐❢
✇❡ ✇/✐+❡ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦3✐+✐♦♥ ✐♥ ❲✐❡♥❡/ ❝❤❛♦3❡3✿
X =
∑
In(fn) ✭✶✳✶✹✶✮
✇❡ ❤❛✈❡
AαX =
∑ In(fn)
(1 + n)α
✭✶✳✶✹✷✮
3♦ +❤❡ ♦/+❤♦❣♦♥❛❧✐+② ♦❢ +❤❡ ❲✐❡♥❡/ ❝❤❛♦3❡3 ②✐❡❧❞ +❤❡ /❡3✉❧+✳ ◆♦✇ ✐❢ p > 2✱ Lp ⊂ L2
❛♥❞ ✇❡ ❛❧3♦ ❣❡+ +❤❡ /❡3✉❧+✳
❋✐♥❛❧❧② ❧❡+ ✉3 3✉♣♣♦3❡ +❤❛+ p < 2✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✷✼
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✻✳✶✳ ▲❡" X ∈ Lp ❛♥❞ Y ∈ Lp∗✳ ❚❤❡♥✿
E [AαX · Y ] = E [X · AαY ] ✭✶✳✶✹✸✮
◆♦✇ ❧❡- E ❜❡ -❤❡ 0❡- ♦❢ -❤♦0❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧0 ✇✐-❤ Lp
∗
✲♥♦9♠ 1✳ ❚❤❡♥✿
‖AαX‖Lp = sup
Y ∈E
E [AαX · Y ] = sup
Y ∈E
E
[
X · (1 + n)−αY ] ✭✶✳✶✹✹✮
-❤❡9❡❢♦9❡ ‖AαX‖Lp = 0 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ X ✐0 ♦9-❤♦❣♦♥❛❧ -♦ ❡✈❡9② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✐❡ ✐✛
X = 0 0♦ ✇❡ ❛9❡ ❞♦♥❡✳
❚❤✐0 ❥✉0-✐✜❡0 -❤❛- ✇❡ ✐♥-9♦❞✉❝❡✿
(Id+ L)α = Aα if α < 0
A−1α if α > 0
✭✶✳✶✹✺✮
❚❤✐0 ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ ♦✉9 ❢9❛❝-✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡9 ❝♦✐♥❝✐❞❡0 ✇✐-❤ -❤❡ ✐♥-✉✐-✐✈❡ ♦♥❡ ✐♥ -❤❡ L2
❝❛0❡ ✭❜❡❝❛✉0❡ -❤❡ -✇♦ ♦♣❡9❛-♦90 ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧0✮✳ ❆❧0♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ -❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝9✉❝✐❛❧✿
❚❤❡♦+❡♠ ✶✳✷✳✻✳✶ ✭▼❡②❡9 ✐♥❡H✉❛❧✐-✐❡0✮✳ ▲❡" 1 < p < ∞ ❛♥❞ n ∈ N✳ ❚❤❡♥✱ "❤❡
"✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦1♠3 ❛1❡ ❡4✉✐✈❛❧❡♥"✿
‖X‖ = ‖X‖Lp + ‖∇nX‖Lp(H⊗n)
❛♥❞
‖X‖ = ∥∥(Id+ L)n/2X∥∥
Lp
■♥ -❤❡ p = 2 ❝❛0❡ ✐- ✐0 ✈❡9② ❡❛0② -♦ ♣9♦✈❡ -❤❡ 9❡0✉❧- ❜② ❝♦♠♣❛9✐♥❣ -❤❡ 9❡0♣❡❝-✐✈❡
❛❝-✐♦♥0 ♦❢ ∇ ❛♥❞ (Id + L)1/2 ♦♥ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❯♥❢♦9-✉♥❛-❡❧②✱ -❤✐0 ✐❞❡❛ ❞♦❡0 ♥♦-
❡①-❡♥❞ -♦ ❛ ❣❡♥❡9❛❧ p ❢♦9 -❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♥ ♦9-❤♦❣♦♥❛❧✐-② ♣9♦♣❡9-②✳ ❲❡ ♦♠✐- -❤❡ ♣9♦♣❡9
♣9♦♦❢ ✇❤✐❝❤✱ ❛❧-❤♦✉❣❤ ❝❧❛00✐❝✱ ✐0 H✉✐-❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✸❪ ♦9 ❬✻✻❪
❢♦9 ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ 0❛♠❡ 9❡❢❡9❡♥❝❡0 ❛❧0♦ ♣9♦✈✐❞❡ ❛ 0❧✐❣❤-❧② ♠♦9❡ ♣9❡❝✐0❡ 9❡0✉❧- ✇❤✐❝❤
✐0 ❛ ❝♦♥0❡H✉❡♥❝❡ ♦❢ ▼❡②❡9✬0 ♠✉❧-✐♣❧✐❡9 -❤❡♦9❡♠✿
❚❤❡♦+❡♠ ✶✳✷✳✻✳✷✳ ▲❡" 1 < p < ∞✱ s ∈ R ❛♥❞ α > 0✳ ❚❤❡♥ "❤❡ "✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♥♦1♠3 ❛1❡ ❡4✉✐✈❛❧❡♥"✿
‖X‖ = ∥∥(Id+ L)s/2X∥∥
Lp
❛♥❞
‖X‖ = ∥∥(α · Id+ L)s/2X∥∥
Lp
❚❤❡ ▼❡②❡9 ✐♥❡H✉❛❧✐-✐❡0 ❛❧❧♦✇ ✉0 -♦ ❡①-❡♥❞ -❤❡ ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ Dp,k 0♣❛❝❡0 ❢♦9
❛♥② 1 < p <∞ ❛♥❞ ❛♥② 9❡❛❧ ♥✉♠❜❡9 k✳ ❇❡❝❛✉0❡ -❤❡ Aα ❛9❡ ❝♦♥-9❛❝-✐♦♥0✱ ♦♥❡ ♠❛②
0❡❡ -❤❛-✿
✷✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✻✳✸✳ ▲❡" 1 < p1 < p2 <∞ ❛♥❞ s1 < s2✳ ❚❤❡♥✿
Dp1,s1 ⊂ Dp2,s2 ✭✶✳✶✹✻✮
■♥ ♣❛,-✐❝✉❧❛,✱ ❡❧❡♠❡♥-5 ♦❢ Dp,−s ❢♦, ❛ ♣♦5✐-✐✈❡ s ❛,❡ ♥♦- ♥❡❝❡55❛,✐❧② ,❛♥❞♦♠
✈❛,✐❛❜❧❡5 ❛♥❞ ✇❡ ,❡❢❡, -♦ -❤❡♠ ❛5 ❞✐5-,✐❜✉-✐♦♥5 ♦♥ -❤❡ ❲✐❡♥❡, 5♣❛❝❡✳ ❆❧5♦✱ ❛♥
✐♠♠❡❞✐❛-❡ ❝♦,♦❧❧❛,② ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✶✳✷✳✻✳✶ ✐5✿
❚❤❡♦!❡♠ ✶✳✷✳✻✳✸✳ ▲❡" 1 < p <∞ ❛♥❞ s > 0✳ ❚❤❡♥✿
D
∗
p,s = Dp∗,−s ✭✶✳✶✹✼✮
❆❧5♦✱ ❢♦, p > 1✱ Dp,s ✐5 ✉♥✐❢♦,♠❧② ❝♦♥✈❡① ❛5 ✐- ✐5 ♥❛-✉,❛❧❧② ✐5♦♠❡-,✐❝ -♦ L
p
✇❤✐❝❤
✐♥ -✉,♥ ✐5 ✉♥✐❢♦,♠❧② ❝♦♥✈❡①❀ ✐♥ ♣❛,-✐❝✉❧❛, -❤✐5 ♣,♦✈❡5 -❤❛- Dp,s ✐5 ✐5♦♠♦,♣❤✐❝ -♦ ✐-5
❜✐❞✉❛❧ ❛♥❞✿
❈♦!♦❧❧❛!② ✶✳✷✳✻✳✷✳
D
∗
p∗,−s = Dp,s ✭✶✳✶✹✽✮
❆♥♦-❤❡, ❝♦♥5❡D✉❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ,❡✢❡①✐✈✐-② ♦❢ Dp,s ✐5 -❤❡ ✈❡,② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥-✿
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✻✳✷✳ ▲❡" p > 1 ❛♥❞ s > 0✳ ▲❡" (Xn) ❜❡ ❛ +❡,✉❡♥❝❡ ♦❢ 1❛♥❞♦♠ ✈❛1✐❛❜❧❡+
✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡1❣❡+ "♦ X ✐♥ Lp ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Dp,s✳ ❚❤❡♥ (Xn) ❝♦♥✈❡1❣❡+ "♦
X ✐♥ Dp,s✳
81♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ Dp,s ✐5 ❛ ,❡✢❡①✐✈❡ ❇❛♥❛❝❤ 5♣❛❝❡✱ ❛5 ❛ ❝♦♥5❡D✉❡♥❝❡ ♦❢ -❤❡ ❇❛♥❛❝❤✲
❆❧❛♦❣❧✉ -❤❡♦,❡♠ -❤❡,❡ ❡①✐5-5 ❛ 5✉❜5❡D✉❡♥❝❡ Xφ(n) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡,❣❡5 ✇❡❛❦❧② ✐♥ Dp,s✳
■♥ ♣❛,-✐❝✉❧❛,✱ ❢♦, ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ,❛♥❞♦♠ ✈❛,✐❛❜❧❡ P ✿
lim
n→∞
E
[
(Id+ L)s/2Xφ(n) · P
]
= E
[
(Id+ L)s/2Xn · P
]
✭✶✳✶✹✾✮
5♦ ✇❡ ❛,❡ ❞♦♥❡✳
❲❡ ✜♥✐5❤ -❤✐5 ♣❛,❛❣,❛♣❤ ✇✐-❤ ❛ ,❡5✉❧- ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢-❡♥ ✉5❡✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶✳✷✳✻✳✹✳ ▲❡" p ∈]1,∞[✳
• ▲❡" h ∈ Lp(H)✳ ❚❤❡♥✿
Pt
∫ 1
0
h˙udWu = e
−t ·
∫ 1
0
Pth˙udWu ✭✶✳✶✺✵✮
• ▲❡" α > 0✱ s ∈ R ❛♥❞ h ∈ Dp,s(H)✳ ❚❤❡♥✱
∫ 1
0
h˙sdWs ∈ Dp,s ❛♥❞✿
(α · Id+ L)s/2
∫ 1
0
h˙udWu =
∫ 1
0
((1 + α) · Id+ L)s/2 h˙udWu ✭✶✳✶✺✶✮
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✷✾
✶✳✷✳✼ ❉✐&'(✐❜✉'✐♦♥& ♦♥ '❤❡ ❲✐❡♥❡( &♣❛❝❡
❋✐$%& ✇❡ ✐♥&$♦❞✉❝❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✼✳✶ ✭❙♠♦♦&❤ $❛♥❞♦♠ ✈❛$✐❛❜❧❡%✮✳ ❚❤❡ #♣❛❝❡ D ♦❢ )❤❡ #♠♦♦)❤ +❛♥✲
❞♦♠ ✈❛+✐❛❜❧❡# ♦♥ )❤❡ ❲✐❡♥❡+ #♣❛❝❡ ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛#✿
D =
⋂
p,s
Dp,s ✭✶✳✶✺✷✮
❲❡ ❡<✉✐♣ ✐& ✇✐&❤ ✐&% ♥❛&✉$❛❧ ❋$>❝❤❡& %♣❛❝❡ &♦♣♦❧♦❣② ✭%❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ ✐❡ &❤❡
♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❜② &❤❡ ❞✐%&❛♥❝❡✿
d(x, y) =
∞∑
p=1
∞∑
k=0
1
2p+k
· ‖X − Y ‖Dp,k
1 + ‖X − Y ‖Dp,k
✭✶✳✶✺✸✮
❚❤❡♥ ✐& ✐% ♥❛&✉$❛❧ &♦ ❝♦♥%✐❞❡$ &❤❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✼✳✷ ✭❉✐%&$✐❜✉&✐♦♥% ♦♥ &❤❡ ❲✐❡♥❡$ %♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝)♦+ #♣❛❝❡ D
′
♦❢
)❤❡ ❞✐#)+✐❜✉)✐♦♥# ♦♥ )❤❡ ❲✐❡♥❡+ #♣❛❝❡ ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❛# )❤❡ #)+♦♥❣ ❞✉❛❧ ♦❢ )❤❡ #♣❛❝❡ D
♦❢ #♠♦♦)❤ +❛♥❞♦♠ ✈❛+✐❛❜❧❡#✿
D
′ =
⋃
p>1,s∈R
Dp,s ✭✶✳✶✺✹✮
❚❤✐% %♣❛❝❡ ✐% ♥❛&✉$❛❧❧② ❡<✉✐♣♣❡❞ ✇✐&❤ ✐&% %&$♦♥❣ ❞✉❛❧ &♦♣♦❧♦❣②✳
❚❤❡ ✐♥&❡$❡%& ♦❢ &❤❡ %♣❛❝❡ D
′
✐% &❤❛& &❤❡ ♦❜❥❡❝&% ♦❢ &❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉%✱ ✇❤✐❝❤
✇❡$❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ D✱ ❡①&❡♥❞ &♦ D
′
❜② ❞✉❛❧✐&②✱ ❥✉%& ❛% ♦♣❡$❛&♦$% ♦♥ %♣❛❝❡% ♦❢ &❡%&
❢✉♥❝&✐♦♥% ❡①&❡♥❞ &♦ ❞✐%&$✐❜✉&✐♦♥%✳ ❲❡ ❡①❡♠♣❧✐❢② &❤✐% ✐❞❡❛ ✇✐&❤ &❤❡ ❣$❛❞✐❡♥& ❛♥❞
&❤❡ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡✱ %&❛$&✐♥❣ ✇✐&❤ &❤❡✿
❚❤❡♦-❡♠ ✶✳✷✳✼✳✶ ✭❈♦♥&✐♥✉✐&② ♦❢ &❤❡ ❣$❛❞✐❡♥&✮✳ ❋♦+ ❡✈❡+② p ∈]1,∞[ ❛♥❞ s ∈ R✱
∇ ❛❞♠✐)# ❛ ❝♦♥)✐♥✉♦✉# ❡①)❡♥#✐♦♥✿
∇ : Dp,s → Dp,s−1(H) ✭✶✳✶✺✺✮
<+♦♦❢✳ ▲❡& X ∈ D✳ ❚❤❡♥ &❤❡$❡ ✐%✿
‖∇X‖
Dp,s−1(H)
≤
∥∥∥(Id+ L) s−12 ∇X∥∥∥
Lp(H)
=
∥∥∥∇ (2 · Id+ L) s−12 X∥∥∥
Lp(H)
≤ C ·
∥∥∥(·Id+ L) · (2 · Id+ L) s−12 X∥∥∥
Lp)
≤ C ·
∥∥∥(Id+ L) s2 X∥∥∥
Lp
= C · ‖X‖Dp,s ✭✶✳✶✺✻✮
✸✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❍❡$❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉*❡❞ ,❤❡ ▼❡②❡$ ✐♥❡1✉❛❧✐,✐❡* ✭❛♥❞ ,❤❡✐$ ❡①,❡♥*✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣$♦✈❡ ✐* ,❤❡♥
✜♥✐*❤❡❞ ❛* D ✐* ❞❡♥*❡ ✐♥ ❛♥② ♦❢ ,❤❡ Dp,s✳
❆* ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛,❡ ❝♦♥*❡1✉❡♥❝❡ ♦❢ ,❤✐* ✇❡ ❣❡,✿
❈♦"♦❧❧❛"② ✶✳✷✳✼✳✶ ✭❲❡❛❦ ❣$❛❞✐❡♥,✮✳ ∇ ❛❞♠✐$% ❛ ❝♦♥$✐♥✉♦✉% ❡①$❡♥%✐♦♥✿
∇ : D′ → D′(H) ✭✶✳✶✺✼✮
❆❧*♦ ❜② ❞✉❛❧✐,② ♦♥❡ ❞❡❞✉❝❡*✿
❈♦"♦❧❧❛"② ✶✳✷✳✼✳✷ ✭❲❡❛❦ ❞✐✈❡$❣❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡0❣❡♥❝❡ ❛❞♠✐$% ❝♦♥$✐♥✉♦✉% ❡①$❡♥✲
%✐♦♥%✿
δ : Dp,s(H)→ Dp,s−1 ✭✶✳✶✺✽✮
❛♥❞✿
δ : D′ → D′ ✭✶✳✶✺✾✮
✶✳✷✳✽ ❲❡❛❦ ♠❛)*✐♥❣❛❧❡/
■♥ ,❤✐* *❡❝,✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦,✐♦♥ ♦❢ ♠❛$,✐♥❣❛❧✐,② ❢♦$ ✇❡❛❦ ♣$♦❝❡**❡*✳ ❚❤❡ $❡*✉❧,*
✐♥ ,❤✐* ♣❛$❛❣$❛♣❤ ♣❡$❤❛♣* ❛$❡ ❧❡** ❝❧❛**✐❝ ,❤❛♥ ,❤♦*❡ ✐♥ ,❤❡ $❡*, ♦❢ ,❤✐* ❝❤❛♣,❡$✱
❛♥❞ $❛,❤❡$ ,❤❛♥ ❣✐✈✐♥❣ ,❤❡ ♠♦*, ❣❡♥❡$❛❧ ♣♦**✐❜❧❡ *,❛,❡♠❡♥,* ✇❡ ❝♦♥,❡♥, ♦✉$*❡❧✈❡*
✇✐,❤ ♥♦,✐♦♥* ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❢✉❧✜❧❧ ♦✉$ ♣✉$♣♦*❡ ❧❛,❡$ ♦♥✳ ▼♦$❡ ❣❡♥❡$❛❧ $❡*✉❧,* ♠❛② ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✼✼❪ ♦$ ❬✹✾❪✳
❋✐$*, ✇❡ ♥❡❡❞ ,♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦,✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ♠❡❛*✉$❛❜✐❧✐,② ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦ ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❛❧
❡①♣❡❝,❛,✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ *♦ ✇❡ *❤♦✇ ,❤❛, ✐♥ $❡❧❡✈❛♥, ❝❛*❡* ,❤❡ *,$♦♥❣ ❝♦♥❞✐,✐♦♥♥❛❧
❡①♣❡❝,❛,✐♦♥* ❝♦♠♠✉,❡* ✇✐,❤ ♦♣❡$❛,♦$* $❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❖$♥*,❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ♦♣❡$❛,♦$✿
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✽✳✶✳ ■❢ X ∈ Lp(µ)✱ p ≥ 1 ✐% Ft✲♠❡❛%✉0❛❜❧❡ ❛♥❞ s ≥ 0 $❤❡♥ PsX ✐%
Ft✲♠❡❛%✉0❛❜❧❡ ❛% ✇❡❧❧✳
:0♦♦❢✳ ❋✐$*, ✇❡ ♦❜,❛✐♥ ,❤❡ $❡*✉❧, ✐❢ X ✐* ✐♥ ,❤❡ ♥,❤ ❲✐❡♥❡$ ❝❤❛♦* *✐♥❝❡ ,❤❡♥
PsX = e
−nsX✳ ❚❤❡ $❡*✉❧, ,❤❡♥ ❤♦❧❞* ❢♦$ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦♥ W ✱ ❛♥❞ ✜✲
♥❛❧❧② ❢♦$ ❛♥② X ✐♥ Lp ❜② ❞❡♥*✐,② ♦❢ ,❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧*✳
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✽✳✷✳ ■❢ X ∈ Lp(µ)✱ p ≥ 1 ❛♥❞ s ≥ 0 $❤❡♥
PsE [X|Ft] = E [PsX|Ft] ✭✶✳✶✻✵✮
:0♦♦❢✳ ■♥❞❡❡❞ ✐❢ Y ∈ Lp′ ❛♥❞ Y ∈ Ft ✇❡ ❤❛✈❡✿
E [PsE [X|Ft]Y ] = E [E [X|Ft]PsY ] = E [XPsY ] = E [PsXY ] ✭✶✳✶✻✶✮
❛♥❞ PsE [X|Ft] ∈ Ft ❢$♦♠ ,❤❡ ♣$❡✈✐♦✉* $❡*✉❧,✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧❡,❡* ,❤❡ ♣$♦♦❢✳
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✸✶
❙✐♠✐❧❛' '❡)✉❧+) ❢♦' L ♦' ❢♦' (Id+ L)k/2✱ k ∈ Z ❛'❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② +❤❡ )❛♠❡ ♠❡+❤♦❞
✐❢ X ✐) '❡❣✉❧❛' ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤✐) ❧❡❛❞) +♦✿
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✽✳✸✳ ■❢ X ∈ Dp,k✱ p > 1✱ k ≥ 0 #❤❡♥ E [X|Ft] ∈ Dp,k✳
()♦♦❢✳ ■♥❞❡❡❞✱ Y := (Id+ L)k/2X ∈ Lp✱ )♦✿
E [X|Ft] = E
[
(Id+ L)−k/2 Y |Ft
]
= (Id+ L)−k/2E [Y |Ft] ✭✶✳✶✻✷✮
❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦+✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ♠❡❛)✉'❛❜✐❧✐+②✿
❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✶✳✷✳✽✳✶ ✭❲❡❛❦ ♠❡❛)✉'❛❜✐❧✐+②✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ /❛② #❤❛# T ∈ D′ ✐/ ✇❡❛❦❧②
Ft✲♠❡❛/✉)❛❜❧❡ ✐❢ ∀X ∈ D✱
〈T,X〉 = 〈T,E [X|Ft]〉 ✭✶✳✶✻✸✮
■❢ X ✐) ❛ ♣'♦♣❡' '❛♥❞♦♠ ✈❛'✐❛❜❧❡ +❤✐) ✐) ❡C✉✐✈❛❧❡♥+ +♦ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛)✉'❛❜❧❡✳ ❆❧)♦
✇❡ ❤❛✈❡✿
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✽✳✹✳ T ∈ Dp,−k ✐/ ✇❡❛❦❧② Ft✲♠❡❛/✉)❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (Id+ L)−k/2X
✐/ ♠❡❛/✉)❛❜❧❡✳
()♦♦❢✳ ■♥❞❡❡❞ ✐❢ T ✐) ✇❡❛❦❧② ♠❡❛)✉'❛❜❧❡ +❤❡ ♠❡❛)✉'❛❜✐❧✐+② '❡✇'✐+❡)✱ ∀X ∈ D✿
E
[
(Id+ L)−k/2 T · (Id+ L)k/2X
]
= E
[
(Id+ L)−k/2 T · (Id+ L)k/2E [X|Ft]
]
= E
[
(Id+ L)−k/2 T · E
[
(Id+ L)k/2X|Ft
]]
= E
[
E
[
(Id+ L)−k/2 T |Ft
]
· (Id+ L)k/2X
]
✭✶✳✶✻✹✮
❛♥❞ D ✐) )+❛❜❧❡ ❜② (Id+ L)k/2 ❛♥❞ ❞❡♥)❡ ✐♥ Lp′ ✱ )♦ ✇❡ ❣❡+✿
(Id+ L)−k/2 T = E
[
(Id+ L)−k/2 T |Ft
]
✭✶✳✶✻✺✮
❛♥❞ +❤❡'❡❢♦'❡ (Id+ L)−k/2 T ✐) Ft✲♠❡❛)✉'❛❜❧❡✳ ❈♦♥✈❡')❡❧② ✐❢ (Id+ L)−k/2 T ✐)
Ft✲♠❡❛)✉'❛❜❧❡ (Id+ L)−k/2 T = E
[
(Id+ L)−k/2 T |Ft
]
❤♦❧❞) ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ +❤❡
❛❜♦✈❡ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥) ❜❛❝❦✇❛'❞) +♦ ✜♥❞ +❤❛+ T ✐) ✇❡❛❦❧② Ft✲♠❡❛)✉'❛❜❧❡✳
✸✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❲❡ ❛❧&♦ ❞❡✜♥❡ +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥♥❛❧ ❡①♣❡❝+❛+✐♦♥ ♦❢ T ∈ D′ ❜②✿
〈E [T |Ft] , X〉 = 〈T,E [X|Ft]〉 ✭✶✳✶✻✻✮
■+ ✐& ❡❛&✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ +❤❛+ +❤✐& ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ❡①+❡♥❞& +❤❡ ✉&✉❛❧ ❝♦♥❞✐+✐♦♥♥❛❧ ❡①♣❡❝+❛+✐♦♥
♦♥ Lp ❛♥❞ +❤❛+ ✐+ ✐& ❡=✉✐✈❛❧❡♥+ +♦ ❞❡✜♥✐♥❣✿
E [T |Ft] = (Id+ L)k/2E
[
(Id+ L)−k/2 T |Ft
]
✭✶✳✶✻✼✮
❛♥❞ ❤❡♥❝❡ +❤❛+ +❤❡ ♥❡❣❛+✐✈❡ ●B♦&&✲❙♦❜♦❧❡✈ &♣❛❝❡& ❛❧&♦ ❛B❡ ❧❡❢+ &+❛❜❧❡ ❜② +❤❡ ✇❡❛❦
❝♦♥❞✐+✐♦♥♥❛❧ ❡①♣❡❝+❛+✐♦♥✳
❲❡ ♥♦✇ ♠❛② ❞❡✜♥❡ ❛ ✇❡❛❦ ♠❛B+✐♥❣❛❧❡ ❛& ❛ ✇❡❛❦ ❛❞❛♣+❡❞ ♣B♦❝❡&& M ✈❡B✐❢②✐♥❣
+❤❡ ♠❛B+✐♥❣❛❧❡ ❡=✉❛❧✐+②✿
E [Mt|Fs] =Ms ✭✶✳✶✻✽✮
❢♦B s ≤ t✳ ■❢ M ✐& ❛ ✇❡❛❦ ♠❛B+✐♥❣❛❧❡ ❛♥❞ Mt ∈ Dp,−k✱ ✇❡ ♥♦+❡ +❤❛+✿
E
[
(Id+ L)−k/2Mt|Fs
]
= (Id+ L)−k/2Ms ✭✶✳✶✻✾✮
❢B♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ +❤❡ +✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ B❡&✉❧+&✿
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✽✳✺✳ ■❢ M ✐# ❛ ✇❡❛❦ ♠❛)*✐♥❣❛❧❡ ❛♥❞ Mt ∈ Dp,−k *❤❡♥ ∀s ≤ t✱
Ms ∈ Dp,−k ❛♥❞ ‖Ms‖Dp,−k ≤ ‖Mt‖Dp,−k ✳
▲❡♠♠❛ ✶✳✷✳✽✳✻✳ ❆ ✇❡❛❦ ♣)♦❝❡## (Mt)0≤t≤1 #✉❝❤ *❤❛* M1 ∈ Dp,−k ✐# ❛ ✇❡❛❦ ♠❛)✲
*✐♥❣❛❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ *❤❡ ♣)♦❝❡##
(
(Id+ L)−k/2Mt
)
0≤t≤1
✐# ❛♥ Lp ♠❛)*✐♥❣❛❧❡✳
❲❡ ♥♦✇ &❤♦✇ ❤♦✇ ✇❡ ♠❛② ❞❡✜♥❡ ❇B♦✇♥✐❛♥ ✐♥+❡❣B❛❧& ♦❢ ✇❡❛❦ ❛❞❛♣+❡❞ ♣B♦❝❡&&❡&
❛♥❞ ❤♦✇ +❤❡&❡ ♣B♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ♠❛B+✐♥❣❛❧❡&✳ ❋✐B&+ ✇❡ B❡❝❛❧❧ +❤❛+ +❤❡
❞✐✈❡B❣❡♥❝❡ ❛& ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Dp,1(H) ❡①+❡♥❞& +❤❡ &+♦❝❤❛&+✐❝ ✐♥+❡❣B❛❧& +♦ ♥♦♥ ❛❞❛♣+❡❞
♣B♦❝❡&&❡& ❛♥❞ +❤❛+ +❤❡ ❞✐✈❡B❣❡♥❝❡ ❡①+❡♥❞& ❜② ❞✉❛❧✐+② +♦ D
′(H)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉&❡ +❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦+❛+✐♦♥✿ ✐❢ f ∈ D′(H)✱ ✇❡ ♥♦+❡ f|[0,t] +❤❡ ❡❧❡♠❡♥+ ♦❢ D′(H) ✇❤♦&❡ +✐♠❡
❞❡B✐✈❛+✐✈❡ ✐& f˙ ❜❡❢♦B❡ t ❛♥❞ 0 ❛❢+❡B t ❛♥❞ ✇❡ ✐♥+B♦❞✉❝❡✿
∫ t
0
f˙(u)dWu := δ
(
f|[0,t]
)
✳
◆♦✇ ❧❡+ ✉& &✉♣♣♦&❡ +❤❛+ f ∈ Dp,−k(H)✳ ❚❤❡♥ f|[0,t] ∈ Dp,−k(H) ❛♥❞ ✇❡ ❦♥♦✇
+❤❛+✿
(Id+ L)−k/2 δ (f|[0,t]) = δ ((2 · Id+ L)−k/2 f|[0,t]) ✭✶✳✶✼✵✮
▲❡+ ✉& ♥♦+❡ Mt ❢♦B +❤✐& =✉❛♥+✐+②✳ ❈❧❡❛B❧②✱ ✐❢ f ✐& ✇❡❛❦❧② ❛❞❛♣+❡❞✱
Mt =
∫ t
0
[
(2 · Id+ L)−k/2 f˙(u)
]
dWu ✭✶✳✶✼✶✮
✐& ❛ ♠❛B+✐♥❣❛❧❡✱ &♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣B♦✈❡❞✿
*+♦♣♦.✐0✐♦♥ ✶✳✷✳✽✳✶✳ ■❢ f ∈ D′(H) ✐# ❛ ✇❡❛❦❧② ❛❞❛♣*❡❞ ♣)♦❝❡##✱ *❤❡♥ *❤❡ ✇❡❛❦
♣)♦❝❡##
(∫ t
0
f˙(u)dWu
)
t
✐# ❛ ✇❡❛❦ ♠❛)*✐♥❣❛❧❡✳
✶✳✷✳ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙ ✸✸
✶✳✷✳✾ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉, ✐♥ ❇❛♥❛❝❤ ,♣❛❝❡,
■" ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡ "♦ ❡①"❡♥❞ "❤❡ ❝♦♥$"/✉❝"✐♦♥ ♦❢ ♠♦$" ♦❢ "❤❡ ♠❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝"$ ✇❡
❤❛✈❡ /❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ "❤✐$ ❝❤❛♣"❡/ "♦ "❤❡ ❝❛$❡ ♦❢ /❛♥❞♦♠ ✈❛/✐❛❜❧❡$ "❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡$ ✐♥ ❛
❇❛♥❛❝❤ $♣❛❝❡ X ✐❢ "❤❛" $♣❛❝❡ ❡♥❥♦②$ "❤❡ $♦✲❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐❢♦/♠ ♠❛/"✐♥❣❛❧❡✲❞✐✛❡/❡♥❝❡
♣/♦♣❡/"②✱ ❯▼❉ ❢♦/ $❤♦/"✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✶✳✷✳✾✳✶ ✭❯▼❉ ♣/♦♣❡/"②✮✳ ❆ ❇❛♥❛❝❤ &♣❛❝❡ X ✐& &❛✐❞ +♦ ❤❛✈❡ +❤❡ ❯▼❉
♣1♦♣❡1+② ✐❢ ❢♦1 &♦♠❡ p ∈]1,∞[✱ +❤❡1❡ ❡①✐&+& ❛ ✉♥✐✈❡1&❛❧ ❝♦♥&+❛♥+ C(p,X) &✉❝❤ +❤❛+
❢♦1 ❡✈❡1② ✭❞✐&❝1❡+❡✮ X✲✈❛❧✉❡❞✱ Lp ♠❛1+✐♥❣❛❧❡✱ ❢♦1 ❡✈❡1② ǫ ∈ {−1, 1}N ❛♥❞ ❡✈❡1②
N ∈ N +❤❡1❡ ✐&✿
E
[∥∥∥∥∥
N∑
n=1
ǫn(Mn −Mn−1)
∥∥∥∥∥
p
X
]
≤ C(p,X) · E [‖MN −M0‖pX ] ✭✶✳✶✼✷✮
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦" ♣/♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧ /❡✈✐❡✇ ♦❢ ❯▼❉ $♣❛❝❡$ ❛♥❞ "❤❡✐/ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥$❀ ✐♥$"❡❛❞
✇❡ $✉❣❣❡$" "❤❡ $✉/✈❡② ❬✺✽❪ ❛♥❞ "❤❡ /❡❢❡/❡♥❝❡$ "❤❡/❡✐♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥"❡♥" ♦✉/❡❧✈❡$
✇✐"❤ ✉$✐♥❣ "❤❡ ❢❛❝" "❤❛" "❤❡ ♠♦$" ✐♠♣♦/"❛♥" /❡$✉❧"$ ✐♥ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉$✱ ❡$♣❡✲
❝✐❛❧❧② "❤❡ ❝♦♥$"/✉❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❣/❛❞✐❡♥" ❛♥❞ "❤❡ ▼❡②❡/ ✐♥❡N✉❛❧✐"✐❡$✱ ❤♦❧❞ ❢♦/ ❯▼❉
✈❛❧✉❡❞ /❛♥❞♦♠ ✈❛/✐❛❜❧❡$✳ ❚❤❡ ✐♥"✉✐"✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ "❤✐$ ✐$ "❤❛" "❤❡ ❯▼❉ ♣/♦♣❡/"② ✐$
❛ ♥❡❝❡$$❛/② ❛♥❞ $✉✣❝✐❡♥" ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ♦♥ ❛ ❇❛♥❛❝❤ $♣❛❝❡ ❢♦/ "❤❡ ❍✐❧❜❡/" "/❛♥$❢♦/♠
"♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ "❤❛" $♣❛❝❡✳
❲❡ ❛❧$♦ ♠❡♥"✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡$ ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ $♣❛❝❡$ ❡♥❥♦②✐♥❣ "❤❡ ❯▼❉ ♣/♦♣❡/"②✿
❍✐❧❜❡/" $♣❛❝❡$ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧/❡❛❞② ❝♦♥"/✉❝"❡❞ "❤❡ ▼❛❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉$
♦♥ ❍✐❧❜❡/" $♣❛❝❡$✮ ❛♥❞ ♦♥ "❤❡ ♦"❤❡/ ❤❛♥❞ "❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ $♣❛❝❡$ Wp,s ❢♦/ 1 < p <∞✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉/ ❝❛$❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥✳ ❚❤❡ Ckb ✱ ❤♦✇❡✈❡/✱ ❛/❡ ♥♦" ❯▼❉✳
✸✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆ ❚❖ ▼❆▲▲■❆❱■◆ ❈❆▲❈❯▲❯❙
❈❤❛♣$❡& ✷
❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ .$&✉❝$✉&❡ ♦❢ S ❛♥❞ S ′
■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ +❡❝❛❧❧ "❤❡ +❡%✉❧"% ❛❜♦✉" "❤❡ "♦♣♦❧♦❣② ♦❢ S ❛♥❞ S ′ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧
♥❡❡❞ ✐♥ "❤❡ %❡5✉❡❧✳ ❋✐+%"✱ %❡✈❡+❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡% ♦❢ %❡♠✐✲♥♦+♠% ❛+❡ ✐♥"+♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✐" ✐%
♣+♦✈❡❞ "❤❛" "❤❡② ❛❧❧ ❡♥❞♦✇ "❤❡ ❙❝❤✇❛+"③ ❝❧❛%% ✇✐"❤ "❤❡ %❛♠❡ ✭✉%✉❛❧✮ ❋+?❝❤❡" %♣❛❝❡
"♦♣♦❧♦❣②✳ ❲❡ "❤❡♥ +❡❝❛❧❧ %♦♠❡ ✐♠♣♦+"❛♥" ♣+♦♣❡+"✐❡% ♦❢ "❤✐% "♦♣♦❧♦❣②✳
✷✳✶ ❚✇♦ &'❛♥❞❛+❞ ❢❛♠✐❧✐❡& ♦❢ &❡♠✐ ♥♦+♠& ♦♥ S
❋♦+ ❛ ♠✉❧"✐✲✐♥❞❡① α ∈ NN ❛♥❞ x ∈ RN ✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉%❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦"❛"✐♦♥✿
α! = α1 · · ·αN
xα = xα11 · · · xα
N
N
Dα = ∂α11 · · · ∂αNN
❚❤❡♥ "❤❡+❡ ✐% ❛ ❝❧❛%%✐❝ ❢❛♠✐❧② ♦❢ %❡♠✐✲♥♦+♠% ❞❡✜♥❡❞ ❜② "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡5✉❛"✐♦♥ ❢♦+
α, β ∈ NN ✿
‖f‖(∞)α,β = sup
x∈RN
|xαDβf(x)| ✭✷✳✶✮
❲❡ +❡❝❛❧❧ "❤❛" "❤❡ ❙❝❤✇❛+"③ ❝❧❛%%✱ ❢♦+ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥♦"❡ S(RN)✱ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❛% "❤❡ %♣❛❝❡
♦❢ "❤♦%❡ ❢✉♥❝"✐♦♥% ♦♥ R
N
%✉❝❤ "❤❛" ❢♦+ ❡✈❡+② α, β ∈ NN ✿ ‖f‖(∞)α,β < ∞✳ ❚❤❡♥ "❤✐%
❢❛♠✐❧② ♦❢ %❡♠✐✲♥♦+♠% ♥❛"✉+❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ❋+?❝❤❡" %♣❛❝❡ "♦♣♦❧♦❣② ✭%❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✮
"❤+♦✉❣❤ "❤❡ ❞✐%"❛♥❝❡✿
d(f, g) =
∞∑
α=0
∞∑
β=0
1
2α+β
· ‖f − g‖
(∞)
α,β
1 + ‖f − g‖(∞)α,β
✭✷✳✷✮
❲❡ ❛❧%♦ ✐♥"+♦❞✉❝❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦+ α, β ∈ NN ✿
‖f‖(p)α,β = ‖x 7→ xαDβf(x)‖Lp ✭✷✳✸✮
❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ "❤❡✿
✸✺
✸✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❚❖#❖▲❖●■❈❆▲ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❖❋ S ❆◆❉ S ′
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✶✳✵✳✶✳ ❋♦" p, q ∈ [1,∞]✱ $❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡, (‖ · ‖(p)α,β, α, β ∈ NN) ❛♥❞
(‖ · ‖(q)α,β, α, β ∈ NN) ❞❡✜♥❡ $❤❡ ,❛♠❡ $♦♣♦❧♦❣② ♦♥ S
(
R
N
)
✳
4"♦♦❢✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ♠✉❧+✐♣❧②✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② (1 + |x|2)s ②✐❡❧❞2✿
‖f‖Lp ≤
[∫
dx
(1 + |x|2)s
]1/p
· sup
x∈RN
|(1 + |x|2)s/pf(x)| ✭✷✳✹✮
❛♥❞ +❤❡ ✐♥+❡❣9❛❧ ❛❜♦✈❡ ✐2 ✜♥✐+❡ ❢♦9 ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ s(N)✳ p ❛♥❞ 2✉❝❤ ❛♥ s ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞✱
+❤❡ ❡①✐2+2 ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞♦♠✐♥❛+✐♥❣ (1 + |x|2)s/p✳ ❍❡♥❝❡ +❤❡9❡ ❡①✐2+2 ❛ ❝♦♥2+❛♥+
C(N, p) ❛♥❞ ❛♥ ✐♥+❡❣❡9 k(N, p) 2✉❝❤ +❤❛+✿
‖f‖(p)α,β ≤ C
∑
|γ|≤k
‖f‖(∞)α+γ,β ✭✷✳✺✮
❖♥ +❤❡ ♦+❤❡9 ❤❛♥❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉2❡ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭♥♦♥✲♦♣+✐♠❛❧✱ ❜✉+ 2✉✣❝✐❡♥+❧② ♣9❡❝✐2❡
❢♦9 ♦✉9 ✉2❡✮ ❙♦❜♦❧❡✈ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ 9❡2✉❧+❀ 2❡❡✱ ❢♦9 ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✶❪✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✶✳✵✳✷ ✭❙♦❜♦❧❡✈ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✮✳ ■❢ k > N/p✱ W k,p →֒ C0✳
✇❤✐❝❤✱ ❝❤♦♦2✐♥❣ ❛ ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥+❡❣❡9 k ❛+ ✜①❡❞ p ❛♥❞ N ❛♥❞ ✉2✐♥❣ +❤❡ ▲❡✐❜♥✐③
❢♦9♠✉❧❛✱ ♣9♦✈❡2 +❤❛+ +❤❡9❡ ❡①✐2+2 ❝♦♥2+❛♥+2 Ci(p,N) 2✉❝❤ +❤❛+✿
‖f‖(∞)α,β ≤ C1 · ‖xαDβf‖Wk,p ≤ C2 ·
∑
|γ|≤k,δ≤α
‖f‖(p)δ,β+γ ✭✷✳✻✮
❚❤✐2 ❝♦♥❝❧✉❞❡2 ♦✉9 ♣9♦♦❢✳
✷✳✷ ❚❤❡ ♦♣❡'❛)♦' K ❛♥❞ ❛,,♦❝✐❛)❡❞ ,❡♠✐ ♥♦'♠,
■♥ +❤✐2 2❡❝+✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥+9♦❞✉❝❡ ❢❛♠✐❧✐❡2 ♦❢ 2❡♠✐✲♥♦9♠2 ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ +❤❡ 2❛♠❡ +♦♣♦❧♦❣②
♦♥ S +❤❛♥ +❤❡ ♦♥❡2 ✇❡ ❤❛✈❡ 2+✉❞✐❡❞ ✐♥ +❤❡ ♣9❡✈✐♦✉2 ♣❛9❛❣9❛♣❤✳ ❚❤❡ ♣✉9♣♦2❡ ♦❢
+❤❡2❡ ✐2 +❤❛+ +❤❡2❡ ❧❡22 ❝❧❛22✐❝❛❧ ❢❛♠✐❧✐❡2 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦9❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥+ ❢♦9 +❤❡ 2+✉❞② ♦❢
S ′✳ ❚❤✐2 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉2❡❢✉❧ ❛2 ✇❡ +✉9♥ +♦ +❤❡ ❧✐❢+✐♥❣ ♦❢ 9❛♥❞♦♠ ✈❛9✐❛❜❧❡2 ✐♥ +❤❡ ♥❡①+
❝❤❛♣+❡9✳ ❙✉❝❤ 9❡2✉❧+2 ❛9❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✭❝❢✱ ❢♦9 ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✽✶❪ ♦9 ❬✷✺❪✮ ❜✉+ ♥♦+ ✈❡9②
❞♦❝✉♠❡♥+❡❞✱ 2♦ ✇❡ ♣9♦✈✐❞❡ ❞❡+❛✐❧2 ❢♦9 +❤❡ 2❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡+❡♥❡22✳
❆❧❧ ♦✉9 2+✉❞② ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❛2❡❞ ♦♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐✛❡9❡♥+✐❛❧ ♦♣❡9❛+♦9✿
K = Id−∆+ |x|2 ✭✷✳✼✮
✐❡✿
Kf(x) = f(x)−∆f(x) + |x|2f(x) ✭✷✳✽✮
❲❡ ❛❧2♦ ✐♥+9♦❞✉❝❡✿
K˜ = K − Id ✭✷✳✾✮
▲❡+ ✉2 ♥♦+❡ +❤❛+ K ❛♥❞ K˜ ❛9❡ ❝♦♥+✐♥✉♦✉2 ♦♣❡9❛+♦92 ♦♥ S✳ ❖✉9 ❛❣❡♥❞❛ ✐2 +♦ ❢♦9♠❛❧❧②
❞❡✜♥❡ ❢9❛❝+✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡92 ♦❢ K ❛♥❞ +♦ 2+✉❞② +❤❡✐9 9❡❣✉❧❛9✐+②✳
✷✳✷✳ ❚❍❊ ❖&❊❘❆❚❖❘ K ❆◆❉ ❆❙❙❖❈■❆❚❊❉ ❙❊▼■ ◆❖❘▼❙ ✸✼
✷✳✷✳✶ ❙❡♠✐ ♥♦)♠* ❜✉✐❧. ♦♥ L2
❲❡ $%❛'% ✇✐%❤ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜$❡'✈❛%✐♦♥✿ K ✐$ $②♠♠❡%'✐❝ ❛♥❞ ♣♦$✐%✐✈❡ ❢♦' %❤❡
❍✐❧❜❡'% $♣❛❝❡ $%'✉❝%✉'❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② L2 ♦♥ S✱ ✐❡ ❢♦' ❡✈❡'② f, g ∈ S✿∫
(Kf) · g =
∫
f · (Kg) ✭✷✳✶✵✮
❛♥❞✿ ∫
(Kf) · f =
∫ (
(1 + |x|2) · |f |2 + |Df |2) ≥ ∫ |f |2 ✭✷✳✶✶✮
■% ✐$ %❤❡'❡❢♦'❡ ♥❛%✉'❛❧ %♦ %'② ❛♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ K ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ♣'♦✈❡ %❤❛% %❤❡'❡
❡①✐$%$ ❛♥ ♦'%❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛$✐$ ♦❢ L2 ♠❛❞❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥%$ ♦❢ S(RN) ✇❤✐❝❤ ❛'❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝%♦'$
♦❢ K✳ ❚❤❡$❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝%♦'$ ❛'❡ ❝❧♦$❡❧② '❡❧❛%❡❞ %♦ %❤❡ $♦✲❝❛❧❧❡❞ ❍❡'♠✐%❡ ❢✉♥❝%✐♦♥$✳
❲❡ ❤❛✈❡ '❡❝❛❧❧❡❞ %❤❡ ❢❛❝%$ ✇❡ ♥❡❡❞ ♦♥ ❍❡'♠✐%❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$ ✐♥ ❝❤❛♣%❡' ✶ ❛♥❞ ♥♦✇✱
❢♦' n ∈ NN ✱ ✇❡ ✐♥%'♦❞✉❝❡✿
f˜n(x) = Hn(
√
2x) exp(−|x|2/2) ✭✷✳✶✷✮
■% ✐$ ♥♦%❡✇♦'%❤② %❤❛%✱ ❛❜✉$✐✈❡❧② ✉$✐♥❣ %❤❡ $❛♠❡ ♥♦%❛%✐♦♥ ❢♦' %❤❡ ❍❡'♠✐%❡ ❢✉♥❝✲
%✐♦♥$ ✐♥ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ 1 ❛♥❞ N ✿
f˜n(x) = f˜n1(x1) . . . f˜nN (xN) ✭✷✳✶✸✮
❚❤❡$❡ ❜❡❧♦♥❣ %♦ %❤❡ ❙❝❤✇❛'%③ ❝❧❛$$ ❛♥❞ ❛$ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✉$✐♥❣ %❤❡ H❉❊ ✈❡'✐✜❡❞
❜② %❤❡ ❍❡'♠✐%❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$✱ %❤❡② ❛'❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝%✐♦♥$ ♦❢ %❤❡ ❞✐✛❡'❡♥%✐❛❧ ♦♣❡'❛%♦' K
❛$$♦❝✐❛%❡❞ %♦ %❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✿
λn = 2|n|+N + 1 ≥ 1 > 0 ✭✷✳✶✹✮
'❡$♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ■♥ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ✶✱ %❤❡ f˜n ❢♦'♠ ❛♥ ♦'%❤♦❣♦♥❛❧ ❢❛♠✐❧② $✐♥❝❡ ❡❛❝❤ f˜n ✐$
❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝%♦' ❛$$♦❝✐❛%❡❞ %♦ ❛ ❞✐✛❡'❡♥% ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤❡ $②♠♠❡%'✐❝ ♦♣❡'❛%♦' K✳
❚❤❡ ♦'%❤♦❣♦♥❛❧✐%② ❡①%❡♥❞$ %♦ ♠✉❧%✐♣❧❡ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ❛$ %❤❡ '❡❧❡✈❛♥% ♠✉❧%✐♣❧❡ ✐♥%❡❣'❛❧
❝❛♥ ❜❡ $❡♣❛'❛%❡❞ ✐♥%♦ ❛ ♣'♦❞✉❝% ♦❢ ♠✉❧%✐♣❧❡ ✐♥%❡❣'❛❧$ ✉$✐♥❣ ✭✷✳✶✸✮✳ ❯$✐♥❣ %❤✐$ ❢❛❝%
✐% ✐$ ❡❛$② %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ L2 ♥♦'♠ ♦❢ f˜n✱ ❤❡♥❝❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝%✐♦♥$ ❢♦'♠ ❛♥
♦'%❤♦♥♦'♠❛❧ ❢❛♠✐❧②✿
fn(x) =
f˜n(x)
πN/4
√
n!
=
Hn(
√
2x) exp(−|x|2/2)
πN/4
√
n!
✭✷✳✶✺✮
❋✐♥❛❧❧②✱ (fn) ✐$ ❛♥ ♦'%❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛$✐$ ♦❢ L
2
✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ✉$✐♥❣ %❤❡ ❢❛❝%
%❤❡ %❤❡ ♥♦'♠❛❧✐③❡❞ ❍❡'♠✐%❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧$ ❛'❡ ❛♥ ♦'%❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛$✐$ ♦❢ L2(µN) ❛♥❞
%❤❛% %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐$ ❛♥ ✐$♦♠❡%'✐❝ ✐$♦♠♦'♣❤✐$♠ ♠❛♣♣✐♥❣ fn ♦♥ Hn/
√
n!✿
L2 −→ L2(µ)
f 7−→ x 7→ πN/4e|x|2/4f(x/√2) ✭✷✳✶✻✮
❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣'♦✈❡❞ %❤❡✿
✸✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❚❖#❖▲❖●■❈❆▲ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❖❋ S ❆◆❉ S ′
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✶✳✶ ✭❘❡❞✉❝(✐♦♥ ♦❢ K✮✳ (fn) ✐! ❛♥ ♦%&❤♦♥♦%♠❛❧ ❜❛!✐! ♦❢ L2 ♠❛❞❡ ♦❢
❡❧❡♠❡♥&! ♦❢ S(RN)✳ ▼♦%❡♦✈❡% fn ✐! ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝&♦% ♦❢ K ❛!!♦❝✐❛&❡❞ &♦ &❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡
λn = 2|n|+N + 1✳
◆♦✇✱ ✇❡ ♠❛② ❞❡❝♦♠♣♦5❡ ❛♥② f ∈ S ✭♦6 ♠♦6❡ ❣❡♥❡6❛❧❧②✿ ❛♥② f ∈ L2✮ ❛5✿
f =
∑
n∈NN
cn(f) · fn ✭✷✳✶✼✮
❛♥❞ (❤❡♥✿
‖f‖L2 =
√∑
n∈NN
cn(f)2 ✭✷✳✶✽✮
❚❤✐5 ❛❧❧♦✇5 ✉5 (♦ ❞❡✜♥❡ (❤❡ ❢6❛❝(✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡6 Ks ❢♦6 s ∈ R ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿
Ksf =
∑
n∈NN
cn(f) · λsn · fn ✭✷✳✶✾✮
♦♥ (❤❡ ✈❡❝(♦6 5♣❛❝❡ domL2(K∫ ) ♦❢ (❤♦5❡ f ❢♦6 ✇❤✐❝❤ (❤✐5 C✉❛♥(✐(② ✐5 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
✭5❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈ ❢♦6 (❤❡ ❞❡(❛✐❧5✮✳ ❲❡ ❛❧5♦ ✐♥(6♦❞✉❝❡ (❤❡ ♥♦6♠✿
‖f‖S2,s = ‖Ks/2f‖L2 ✭✷✳✷✵✮
❛♥❞ (❤❡ 5♣❛❝❡ S2,s = domL2(Ks/2) ✐5 (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(✐♦♥ ♦❢ S ❢♦6 (❤✐5 ♥♦6♠✳ ❲❤❡♥ (❤✐5
✐5 ❞❡✜♥❡❞✱ (❤❡6❡ ✐5✿
‖f‖S2,s =
√∑
n∈NN
cn(f)2 · λsn ✭✷✳✷✶✮
❲❡ ♥♦✇ 5(✉❞② (❤❡ ❡✛❡❝( ♦❢ ❞❡6✐✈✐♥❣ ♦6 ♠✉❧(✐♣❧②✐♥❣ ❜② ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥(
♦❢ ♦✉6 ❖◆❇❀ ❧❡( ✉5 ♥♦(❡ ǫi ❢♦6 (❤❡ N ✲(✉♣❧❡ ✇✐(❤ ❛ 1 ✐♥ (❤❡ ✐(❤ ❝♦♦6❞✐♥❛(❡ ❛♥❞ 0
❡❧5❡✇❤❡6❡✱ (❤❡♥✿
xifn(x) = −
√
ni
2
fn−ǫi(x) +
√
ni + 1
2
fn+ǫi(x) ✭✷✳✷✷✮
❛♥❞
∂ifn(x) =
3
√
2ni
2
fn−ǫi(x)−
√
ni + 1
2
fn+ǫi(x) ✭✷✳✷✸✮
❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ (❤❡ ❞❡(❛✐❧5 ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥5 6❡❧② ♦♥ (❤❡ 6❡❝✉65✐♦♥ ✈❡6✐✜❡❞ ❜② (❤❡
❍❡6♠✐(❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧5✳ ❯5✐♥❣ (❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦5✐(✐♦♥ ✭✷✳✶✼✮ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛(✐♦♥ ✇✐(❤ (❤❡ (✇♦
❡C✉❛(✐♦♥5 ❛❜♦✈❡ ♦♥❡ ♠❛② ❡①♣❧✐❝✐(❡❧② ❝♦♠♣✉(❡ (❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(5 mn ❛♥❞ dn 5✉❝❤ (❤❛(✿
x · f(x) =
∑
n∈NN
mnfn(x) ✭✷✳✷✹✮
✷✳✷✳ ❚❍❊ ❖&❊❘❆❚❖❘ K ❆◆❉ ❆❙❙❖❈■❆❚❊❉ ❙❊▼■ ◆❖❘▼❙ ✸✾
❛♥❞
∂if(x) =
∑
n∈NN
dnfn(x) ✭✷✳✷✺✮
❚❤❡♥ ♦♥❡ ♦❜/❛✐♥1 /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✶✳✷✳ ❚❤❡#❡ ❡①✐&'& ❛ ✉♥✐✈❡#&❛❧ ❝♦♥&'❛♥' C(N) &✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥'#♦❧& ❤♦❧❞✿
‖xi · f‖L2 ≤ C · ‖f‖S2,1 ✭✷✳✷✻✮
‖∂i · f‖L2 ≤ C · ‖f‖S2,1 ✭✷✳✷✼✮
❋:♦♠ ✇❤✐❝❤ ♦♥ ❞❡❞✉❝❡1 /❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡& ♦❢ &❡♠✐ ♥♦#♠& (‖ · ‖(2)α,β, α, β ∈ NN) ❛♥❞
(‖ · ‖S2,s , s ∈ N) ❞❡✜♥❡ '❤❡ &❛♠❡ '♦♣♦❧♦❣② ♦♥ S
(
R
N
)
✳
❲❡ ❞♦ ♥♦/ ✇♦:❦ ♦✉/ /❤❡ ❞❡/❛✐❧1 ♦❢ /❤❡ ♣:♦♦❢✱ ✜:1/ /❤❡② ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺✾❪✱
1❡❝♦♥❞ ❜❡❝❛✉1❡ ✐♥ /❤❡ ♥❡①/ ♣❛:❛❣:❛♣❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣:♦✈❡ :❡1✉❧/1 ✐♥ /❤❡ Lp ❢:❛♠❡✇♦:❦
✇❤✐❝❤ ❛:❡ ❛♥ ❡①/❡♥1✐♦♥ ♦❢ /❤❡ L2 ❝❛1❡ ✇❡ 1/✉❞✐❡❞ ✐♥ /❤✐1 ♣❛:❛❣:♣❤✳
✷✳✷✳✷ ❙❡♠✐ ♥♦(♠) ❜✉✐❧- ♦♥ Lp✱ 1 < p <∞
■♥ ♦:❞❡: /♦ ❞❡✜♥❡ /❤❡ ❢:❛❝/✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡:1 ♦❢ K✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣:♦✈❡ /❤❛/ /❤✐1 ♦♣❡:❛/♦: ♠❛②
❜❡ ✉♥❞❡:1/♦♦❞ ❛1 /❤❡ ❣❡♥❡:❛/♦: ♦❢ ❛ 1❡♠✐❣:♦✉♣ ♦♥ Lp❀ /❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ /♦ ✉1❡
/❤❡ :❡1✉❧/1 ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ :❡1✉❧/1 ❛:❡ ❞❡/❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✱ ❢♦: ❡①❛♠♣❧❡✳
❋✐:1/ ✇❡ ♥♦/❡ /❤❛/ K ✐1 /❤❡ ❣❡♥❡:❛/♦: ♦❢ ❛ 1❡♠✐❣:♦✉♣ Kt ♦♥ Lp❀ /❤❡ /:❛♥1✐/✐♦♥
❞❡♥1✐/② kt ♦❢ Kt ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜②✿
kt(x, y) =
∑
n∈NN
exp(−λn · t) · fn(x) · fn(y) ✭✷✳✷✽✮
■♥ /❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥1✐♦♥ 1✱ ❜② ▼❡❤❧❡:✬1 ❢♦:♠✉❧❛ /❤✐1 ✐1✿
k
(1)
t (x, y)
= exp(−2t) ·
∞∑
n=0
(exp(−2t))n · fn(x) · fn(y)
=
√
e−4t
π(1− e−4t) · exp
(
4xye−2t − (x2 + y2)(1 + e−4t)
2(1− e−4t)
)
=
e−t√
2 sinh(2t)
· exp
(
−1
2
· coth(2t) ·
(
x2 − 2xy
cosh(2t)
+ y2
))
✭✷✳✷✾✮
✹✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❚❖#❖▲❖●■❈❆▲ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❖❋ S ❆◆❉ S ′
❛♥❞ ✐♥ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ N *❤❡,❡ ✐(✿
kt(x, y) =
N∏
i=1
p
(1)
t (xi, yi) ✭✷✳✸✵✮
❚❤❡ ❢,❛❝*✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡,( ♦❢ K ♠❛② *❤❡,❡❢♦,❡ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛( ❞♦♠❛✐♥ ♦♣❡,❛*♦,( ♦♥ Lp ❛(
✐( ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♣❡♥❞✐① ❈✳ ❲❡ ♠❛② *❤❡,❡❢♦,❡ ❞❡✜♥❡ *❤❡ (♣❛❝❡( Sp,s ❛( domLp(Ks/2)✱
✐❡ *❤❡ ❝♦♠♣❧❡*✐♦♥ ♦❢ S ❢♦, *❤❡ ♥♦,♠✿
‖f‖Sp,s = ‖Ks/2f‖Lp ✭✷✳✸✶✮
❙✐♠✐❧❛,❧②✱ K˜ ✐( *❤❡ ❣❡♥❡,❛*♦, ♦❢ ❛ (❡♠✐❣,♦✉♣ K˜t ✇✐*❤ *,❛♥(✐*✐♦♥ ❞❡♥(✐*②✿
k˜
(1)
t (x, y) = exp(t) · k(1)t (x, y) ✭✷✳✸✷✮
❛♥❞ ✐* ✐( (❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✺❪ *❤❛* *❤❡,❡ ❡①✐(*( ❛ ✉♥✐✈❡,(❛❧ ❝♦♥(*❛♥* C(N) (✉❝❤ *❤❛*✿
k˜t(x, y) ≤ C · qt(x, y) ✭✷✳✸✸✮
✇❤❡,❡ qt ✐( *❤❡ *,❛♥(✐*✐♦♥ ❞❡♥(✐*② ♦❢ *❤❡ ❤❡❛* ❦❡,♥❡❧✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡ *❤❡,❡ ✐( *❤❡✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✳ ❋♦" s > 0✱ ❛♥❞ f ∈ Lp✱ '❤❡"❡ ✐+✿
‖f‖Sp,−s ≤ C ·
∥∥∥(Id−∆)−s/2 |f |∥∥∥
Lp
≤ C · ‖f‖Lp ✭✷✳✸✹✮
❛♥❞ ❝♦♥✈❡"+❡❧②✿
‖f‖Lp ≤ C−1 · ‖f‖Sp,s ✭✷✳✸✺✮
1"♦♦❢✳ ❆❝❝♦,❞✐♥❣ *♦ *❤❡ ,❡(✉❧*( ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈ ❧❡* ✉( ✇,✐*❡✿
K−s/2f(x) = 1
Γ(s/2)
∫ ∞
0
ts/2−1e−tK˜tf(x)dt
=
1
Γ(s/2)
∫ ∞
0
ts/2−1e−t
∫
RN
k˜t(x, y)f(y)dydt ✭✷✳✸✻✮
❚❤❡♥ ❜② ❍L❧❞❡,✬( ✐♥❡N✉❛❧✐*② ❛♥❞ ❜❡❝❛✉(❡ k˜ ✐( ❝♦♥*,♦❧❧❡❞ ❜② *❤❡ ❤❡❛* ❦❡,♥❡❧✿∣∣K−s/2f(x)∣∣ ≤ 1
Γ(s/2)
∫ ∞
0
ts/2−1e−t
∫
RN
k˜t(x, y)|f |(y)dydt
≤ C
Γ(s/2)
∫ ∞
0
ts/2−1e−t
∫
RN
qt(x, y)|f |(y)dydt
= C ·
∥∥∥(Id−∆)−s/2 |f |∥∥∥
Lp
≤ C · ‖|f |‖Lp
= C · ‖f‖Lp ✭✷✳✸✼✮
❋✐♥❛❧❧②✱ *❤❡ (❡❝♦♥❞ ✐♥❡N✉❛❧✐*② ✐( ♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ *❤❡ ✜,(* ♦♥❡ *♦ Ks/2f ✳
✷✳✷✳ ❚❍❊ ❖&❊❘❆❚❖❘ K ❆◆❉ ❆❙❙❖❈■❆❚❊❉ ❙❊▼■ ◆❖❘▼❙ ✹✶
❘❡♠❛$❦ ✷✳✷✳✷✳✶✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦( ❞✐*❡❝(❧② ♦❜(❛✐♥ ❛ *❡.✉❧( .✉❝❤ ❛.✿
‖f‖Sp,−s ≤ C · ‖ (Id−∆)−s/2 f‖Lp ✭✷✳✸✽✮
✐❡ ❣❡((✐♥❣ *✐❞ ♦❢ (❤❡ ❛❜.♦❧✉(❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥.✐❞❡ (❤❡ .❡❝♦♥❞ (❡*♠ ✐. ♥♦( (*✐✈✐❛❧❀ ✐( ✐. (❤❡
♣♦✐♥( ♦❢ (❤❡ ♥❡①( *❡.✉❧(✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♥/✐♥✉♦✉2 ♦♣❡4❛/♦42 Xi ❛♥❞ X
2
♦♥ S ❛2✿
(Xif)(x) = xif(x) ✭✷✳✸✾✮
❛♥❞✿
(X2f)(x) = |x|2f(x) ✭✷✳✹✵✮
❚❤❡♥ ✇❡ ♣4♦✈❡ /❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡*❡ ❡①✐.(. ❛ ✉♥✐✈❡*.❛❧ ❝♦♥.(❛♥( C✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥
1 < p <∞ ❛♥❞ N ✱ .✉❝❤ (❤❛( (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡.(✐♠❛(❡. ❤♦❧❞✿
‖∂iu‖Lp ≤ C‖K1/2u‖Lp ✭✷✳✹✶✮
‖Xiu‖Lp ≤ C‖K1/2u‖Lp ✭✷✳✹✷✮
<*♦♦❢✳ ❆❧❧ /❤❡ ♥♦/❛/✐♦♥ ✐♥ /❤✐2 ♣4♦♦❢ ✐2 /❤❛/ ♦❢ ❛♣♣❡♥❞✐① ❊✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② /❤❡♦4❡♠
❊✳✵✳✵✳✷✻ /♦ /❤❡ ♦♣❡4❛/♦4 K❀ /♦ ❞♦ 2♦✱ ✜42/ ♥♦/✐❝❡ /❤❛/ ♦♥❡ ❣❡/2 ❛ ❣♦♦❞ ✇❡✐❣❤/
❢✉♥❝/✐♦♥ ❜② 2❡//✐♥❣✿
ρ(x) =
(
1 + |x|2) 13 ✭✷✳✹✸✮
❚❤❡♥ /❛❦❡ m = 1✱ b0 = 1✱ b1 = −1✱ aβ = 0✱ µ = 0 ❛♥❞ ν = 3✱ 2♦ /❤❛/ χ0 = ν = 3
❛♥❞ χ2 = µ = 0✳ ❍❡♥❝❡✱
A = ρν − ρµ∆ = K ✭✷✳✹✹✮
❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣4♦✈❡❞ /❤❡✿
▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✷✳✶✳ K ∈ A10,3
(
R
N , ρ
)
✳
❚❤❡4❡❢♦4❡ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② /❤❡♦4❡♠ ❊✳✵✳✵✳✷✻ ✭✐♥ /❤✐2 ❝❛2❡ ✇✐/❤ χ = 0✮❀ ❢♦4 ❛
❣❡♥❡4✐❝ ❝♦♥2/❛♥/ Ci ❛♥❞ 2♦♠❡ λ ✇✐/❤ 2♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ 4❡❛❧ ♣❛4/ ✇❡ ♦❜/❛✐♥✿
‖∆u‖Lp ≤ ‖u‖W 2p
≤ C1‖u‖W 2p (1,ρ3p)
≤ C2‖Ku− λu‖Lp
≤ C2 · (‖Ku‖Lp + |λ| · ‖u‖Lp)
≤ C3 · ‖Ku‖Lp ✭✷✳✹✺✮
❋♦4 /❤❡ ❧❛2/ ✐♥❡M✉❛❧✐/② ✇❡ ✉2❡❞ ♣4♦♣♦2✐/✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✳
✹✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❚❖#❖▲❖●■❈❆▲ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❖❋ S ❆◆❉ S ′
❚❤❡♥ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ✐♥/❡0♣♦❧❛/✐♦♥ ♦♥❡ ❣❡/3✿
‖√−∆u‖Lp ≤ C‖
√
Ku‖Lp = C‖u‖Sp,1 ✭✷✳✹✻✮
3♦ ✇❡ ♦❜/❛✐♥ /❤❡ ✜03/ ♣❛0/ ♦❢ /❤❡ 0❡3✉❧/ /❤0♦✉❣❤ /❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✭❝❢✱ ❢♦0 ❡①❛♠♣❧❡✱
❬✻✼❪✮ ✐♥❡C✉❛❧✐/②✿
‖∂iu‖Lp ≤ C‖
√−∆u‖Lp ✭✷✳✹✼✮
❆❧3♦✱ ♦♥❡ 3❡❡3 /❤❛/✿
‖X2u‖Lp ≤ ‖Ku‖Lp + ‖u‖Lp + ‖∆u‖Lp ≤ C‖Ku‖Lp ✭✷✳✹✽✮
❛♥❞ 3✐♠✐❧❛0❧②✱ ♦♥❡ ❣❡/3 /❤❡ 3❡❝♦♥❞ ♣❛0/ ♦❢ /❤❡ 0❡3✉❧/ ❜② ✐♥/❡0♣♦❧❛/✐♦♥✳
❲❡ ✜♥✐3❤ /❤✐3 ♣❛0❛❣0❛♣❤ ✇✐/❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ 0❡3✉❧/3 0❡❧❛/❡❞ /♦ /❤❡ ✐♥/❡0♣♦❧❛/✐♦♥ ♦❢
/❤❡ Sp,s 3♣❛❝❡3✳ ❋✐03/ ❛3 ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ 0❡3✉❧/3 ❢♦0 3❡♠✐❣0♦✉♣ ✐♥/❡0♣♦❧❛/✐♦♥
✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉ /❤❡0❡ ✐3 /❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✷✳✷✳ ❲❡ ❝♦♥%✐❞❡( p1, p2 > 1✱ s1, s2 ∈ R ❛♥❞ 0 < θ < 1✳ ▲❡- p ❛♥❞ s
❜❡ %✉❝❤ -❤❛-✿
1
p
= θ
p1
+ 1−θ
p2
❛♥❞ s = θs1 + (1− θ)s2✳ ❚❤❡♥ [Sp1,s1 ,Sp2,s2 ]θ = Sp,s✳
❆❧3♦ ✇❡ ♦❜/❛✐♥ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /❤0♦✉❣❤ ❝❧❛33✐❝ 3❡♠✐❣0♦✉♣ ✐♥/❡0♣♦❧❛/✐♦♥ ❛0❣✉✲
♠❡♥/3✱ ❝❢ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✷✳✸ ✭❉✉❛❧ 3♣❛❝❡ ♦❢ Sp,s✮✳ ❋♦( 1 < p <∞ ❛♥❞ s ∈ R -❤❡(❡ ✐%✿
S ′p,s = Sp∗,−s ✭✷✳✹✾✮
✇❤❡(❡ 1/p∗ + 1/p = 1✳
❲❡ ♠❛② ❛❧3♦ ✐♥/0♦❞✉❝❡ 3♦♠❡ 0❡❛❧ ✐♥/❡0♣♦❧❛/✐♦♥ 3♣❛❝❡3✿
❉❡✜♥✐-✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶ ✭❘❡❛❧ ✐♥/❡0♣♦❧❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ Sp,s✮✳ ▲❡- p > 1 ❛♥❞ s ∈ R✳ ❲❡
❞❡✜♥❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ %♣❛❝❡% Tp,s ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿
• ✐❢ s ∈ Z -❤❡♥ Tp,s = Sp,s
• ❖-❤❡(✇✐%❡ ❧❡- k = [s]✱ σ = {s}✳ ❚❤❡♥ Tp,s = (Sp,k+1,Sp,k)1−σ,p✳
❛♥❞ /❤❡0❡ ✐3 /❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✷✳✹✳ ❋♦( ❛♥② ǫ > 0✱ -❤❡(❡ ✐%✿
Tp,s−ǫ →֒ Sp,s →֒ Tp,s+ǫ ✭✷✳✺✵✮
=(♦♦❢✳ ❖♠✐//❡❞ ❛3 ✐/ ✐3 ✈❡0② 3✐♠✐❧❛0 /♦ /❤❛/ ♦❢ /❤❡♦0❡♠ ✸✳✶✳✵✳✾✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣0♦✈❡ ✐♥
❞❡/❛✐❧✳
❲❡ ❛❧3♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✉❛❧✐/② 0❡3✉❧/ ❢♦0 /❤❡ 0❡❛❧ ✐♥/❡0♣♦❧❛/✐♦♥ 3♣❛❝❡3✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✷✳✺ ✭❉✉❛❧ 3♣❛❝❡ ♦❢ Tp,s✮✳ ❋♦( 1 < p <∞ ❛♥❞ s ∈ R -❤❡(❡ ✐%✿
T ′p,s = Tp∗,−s ✭✷✳✺✶✮
✇❤❡(❡ 1/p∗ + 1/p = 1✳
✷✳✷✳ ❚❍❊ ❖&❊❘❆❚❖❘ K ❆◆❉ ❆❙❙❖❈■❆❚❊❉ ❙❊▼■ ◆❖❘▼❙ ✹✸
✷✳✷✳✸ ❙❡♠✐ ♥♦)♠* ❜✉✐❧. ♦♥ L∞
■♥ $❤✐' '❡❝$✐♦♥ ✇❡ ❡①$❡♥❞ $❤❡ Lp .❡'✉❧$' ♦❢ $❤❡ ♣.❡✈✐♦✉' '❡❝$✐♦♥ $♦ $❤❡ L∞ ❝❛'❡✳
❲❡ ✇❡.❡ ♥♦$ ❛❜❧❡ $♦ ✜♥❞ $❤❡ ❡①❛❝$ .❡'✉❧$' ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ $❤❡ ❧✐$❡.❛$✉.❡✱ '♦ ✇❡ ❜✉✐❧$
♦✉. ♦✇♥ ♣.♦♦❢'✳ ▼♦.❡ ♣.❡❝✐'❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣.♦✈❡ $❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✸✳✶✳ ❚❤❡#❡ ❡①✐&'& ❛ ✉♥✐✈❡#&❛❧ ❝♦♥&'❛♥' C &✉❝❤ '❤❛' '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡&'✐♠❛'❡& ❤♦❧❞✿
‖√−∆u‖∞ ≤ C‖K1/2u‖∞ ✭✷✳✺✷✮
‖Xiu‖∞ ≤ C‖K1/2u‖∞ ✭✷✳✺✸✮
5#♦♦❢✳ ❲❡ ♣.♦✈❡ $❤❡ $❤❡♦.❡♠ ♦♥❧② ✐♥ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ✶❀ .❡'✉❧$' ❣❡♥❡.❛❧✐③❡ $♦ ❤✐❣❤❡.
❞✐♠❡♥'✐♦♥ ✇✐$❤ ♥♦ ♦$❤❡. ❞✐✣❝✉❧$② $❤❛♥ $❡❞✐♦✉' ♥♦$❛$✐♦♥✳ ❲❡ '$❛.$ ✇✐$❤ $❤❡ '❡❝♦♥❞
♣❛.$ ♦❢ $❤❡ $❤❡♦.❡♠✳ ❲❡ .❡❝❛❧❧ $❤❛$ K ✐' ✐♥✈❡.$✐❜❧❡ ♦♥ ❛♥② Lp ❛♥❞ ✐$' ✐♥✈❡.'❡ ❤❛'
❛ ❦❡.♥❡❧ Π ✇❤✐❝❤ ✐' ❣✐✈❡♥ ❜②✿
K−1f(x) =
∫ ∞
−∞
Π(x, y)f(y)dy ✭✷✳✺✹✮
Π(x, y) =
∞∑
n=0
fn(x)fn(y)
2n+ 2
✭✷✳✺✺✮
✇❤❡.❡ $❤❡ fn ❛.❡ $❤❡ ❍❡.♠✐$❡ ❢✉♥❝$✐♦♥'✳ ❚❤❡♥ ❜② ❋✉❜✐♥✐✬' $❤❡♦.❡♠✿
Π(x, y) =
∞∑
n=0
fn(x)fn(y)
∫ 1
0
r2n+1dr =
∫ 1
0
r ·
∞∑
n=0
r2nfn(x)fn(y)dr ✭✷✳✺✻✮
'♦ ❜② ▼❡❤❧❡.✬' ❢♦.♠✉❧❛ ♦♥❡ ♦❜$❛✐♥'✿
Π(x, y) =
∫ 1
0
√
r2
π(1− r4) · exp
(
4xyr2 − (x2 + y2)(1 + r4)
2(1− r4)
)
dr ✭✷✳✺✼✮
✹✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❚❖#❖▲❖●■❈❆▲ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❖❋ S ❆◆❉ S ′
❛♥❞ ❤❡♥❝❡✿
K−1f(x) =
∫ 1
0
√
r2
π(1− r4)
∫ ∞
−∞
exp
(
4xyr2 − (x2 + y2)(1 + r4)
2(1− r4)
)
f(y)dr
=
∫ 1
0
√
r2
π(1− r4)
∫ ∞
−∞
exp
(
−1
2
1 + r4
1− r4
[
x2 + y2 − 4r
2
1 + r4
xy
])
f(y)dr
=
∫ 1
0
√
r2
π(1− r4) exp
(
−1
2
1− r4
1 + r4
x2
)
×
∫ ∞
−∞
exp
(
−1
2
1 + r4
1− r4
(
y − 2r
2
1 + r4
x
)2)
f(y)dydr
=
∫ 1
0
√
r2
π(1− r4) exp
(
−1
2
1− r4
1 + r4
x2
)
×
∫ ∞
−∞
exp
(
−1
2
1 + r4
1− r4y
2
)
f
(
y +
2r2
1 + r4
x
)
dydr ✭✷✳✺✽✮
❙♦ ✇❡ ♦❜2❛✐♥✿
|K−1f(x)|
≤ ‖f‖∞√
π
·
∫ 1
0
√
r2
π(1− r4) exp
(
−1
2
1− r4
1 + r4
x2
)∫ ∞
−∞
exp
(
−1
2
1 + r4
1− r4y
2
)
dydr
=
√
2 · ‖f‖∞ ·
∫ 1
0
√
r2
π(1 + r4)
exp
(
−1
2
1− r4
1 + r4
x2
)
dr
=
√
2 · ‖f‖∞ · ex
2
2 ·
∫ 1
0
√
r2
π(1 + r4)
exp
(
− 1
1 + r4
x2
)
dr
≤
√
2 · ‖f‖∞ · ex
2
2 ·
∫ 1
0
√
1
π(1 + r4)
exp
(
− 1
1 + r4
x2
)
dr ✭✷✳✺✾✮
❋✐672✱ ✇❡ ♥♦2✐❝❡ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛❥♦6✐③❛2✐♦♥✿
|K−1f(x)| ≤
√
2
π
· ‖f‖∞ · ex
2
2
✭✷✳✻✵✮
❋6♦♠ 2❤✐7✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ 2❤❛2 K−1f ✐7 ❝♦♥26♦❧❧❡❞ ❜② ‖f‖∞ ♦♥ ❛♥② ❝♦♠♣❛❝2✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❞♦ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡7 ♦❢ ✈❛6✐❛❜❧❡7 ✐♥ 2❤❡ ❧❛72 ✐♥2❡❣6❛❧✿
s =
1
1 + r4
✭✷✳✻✶✮
t = sx2 ✭✷✳✻✷✮
✷✳✷✳ ❚❍❊ ❖&❊❘❆❚❖❘ K ❆◆❉ ❆❙❙❖❈■❆❚❊❉ ❙❊▼■ ◆❖❘▼❙ ✹✺
❛♥❞ %❤❡(❡ ②✐❡❧❞✿
|K−1f(x)| ≤
√
2
4
· ‖f‖∞ · ex
2
2 ·
∫ 1
1/2
[s(1− s)]−3/4 e−sx2ds
=
√
2
4
· ‖f‖∞ · xex
2
2 ·
∫ x2
x2
2
[
t(x2 − t)]−3/4 e−tdt ✭✷✳✻✸✮
❋4♦♠ %❤✐( ♦♥❡ ♠❛② ❛❧4❡❛❞② (❡❡ %❤❛% Kf ✐( ❝♦♥%✐♥✉♦✉( ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ❛♥② ❝♦♠♣❛❝%✳
◆♦✇ ✇❡ ❝✉% %❤✐( ❧❛(% ✐♥%❡❣4❛❧ ✐♥%♦ %✇♦ ♣❛4%(✿∫ x2
x2
2
· · · =
∫ 3x2
4
x2
2
· · ·+
∫ x2
3x2
4
. . . ✭✷✳✻✹✮
❋♦4 %❤❡ ✜4(% ✐♥%❡❣4❛❧✱ ✇❡ ♥♦%❡ %❤❛% ♦♥ %❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥%❡❣4❛%✐♦♥✱ %❤❡4❡ ✐(✿
t(x2 − t) ≥ 3
16
x4 ✭✷✳✻✺✮
(♦∫ 3x2
4
x2
2
[
t(x2 − t)]−3/4 e−tdt ≤ ( 3
16
)− 3
4
x−3 ·
∫ 3x2
4
x2
2
e−tdt ≤
(
3
16
)− 3
4
x−3e−
x2
2
✭✷✳✻✻✮
❛♥❞ ❢♦4 %❤❡ (❡❝♦♥❞ ♦♥❡✿∫ x2
3x2
4
[
t(x2 − t)]−3/4 e−tdt ≤ (3
4
)− 3
4
x−3/2e−
3
4
x2 ·
∫ x2
3x2
4
(x2 − t)−3/4dt
=
(
3
4
)− 3
4
x−1e−
3
4
x2
∫ 1
3/4
(1− τ)− 34dτ ✭✷✳✻✼✮
❛♥❞ %❤✐( ❧❛(% ✐♥%❡❣4❛❧ ✐( ✜♥✐%❡ ✭✐%( ✈❛❧✉❡ ✐( 4/
√
2✮✳ ❖✈❡4❛❧❧✱ ✇❡ ♦❜%❛✐♥ ❛ ♠❛❥♦4✐③❛%✐♦♥
♦❢ %❤❡ ❢♦4♠✿
|K−1f(x)| ≤
[
C1x
−3e−
x2
2 + C2x
−1e−
3
4
x2
]
xe
x2
2 ‖f‖∞ ✭✷✳✻✽✮
◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❜❡❝❛✉(❡ ♦❢ ✭✷✳✻✵✮✿
sup
|x|≤1
|K−1f(x)| ≤
√
2e
π
· ‖f‖∞ ✭✷✳✻✾✮
❛♥❞ ♦♥ %❤❡ ♦%❤❡4 ❤❛♥❞✱ ❜❡❝❛✉(❡ ♦❢ ✭✷✳✻✽✮✿
sup
|x|≥1
|K−1f(x)| ≤
(
sup
|x|≥1
(C1x
−2 + C2xe−
1
4
x)
)
· ‖f‖∞ ✭✷✳✼✵✮
✹✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❚❖#❖▲❖●■❈❆▲ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❖❋ S ❆◆❉ S ′
❆❧$♦ ❜❡❝❛✉$❡ ♦❢ ✭✷✳✻✽✮✿
sup
|x|≥1
(|x2| · |K−1f(x)|) ≤ (sup
|x|≥1
(C1 + C2x
3e−
1
4
x2)
)
· ‖f‖∞ ✭✷✳✼✶✮
✐❡✿
‖X2K−1f‖∞ ≤ C · ‖f‖∞ ✭✷✳✼✷✮
❚❤❡ ♣8♦♦❢ ✐$ 9❤❡♥ ✜♥✐$❤❡❞ ❛$ ✐♥ 9❤❡ Lp ❝❛$❡✳
❲❡ ♥♦9❡ 9❤❛9 ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦9 ❣❡9 ❛ ❝♦♥98♦❧ ♦❢ 9❤❡ 9②♣❡✿ ‖∂iu‖∞ ≤ C · ‖K1/2u‖∞✳
❚❤✐$ ✐$ ❜❡❝❛✉$❡ ‖∂iu‖∞ ≤ C · ‖
√−∆u‖∞ ❞♦❡$ ♥♦9 ❤♦❧❞ ✐♥ ❣❡♥❡8❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡8✱ $✉❝❤
❛♥ ✐♥❡D✉❛❧✐9② ❞♦❡$ ❤♦❧❞ ❢♦8 9❤❡ ❍E❧❞❡8 $♣❛❝❡$ Λγ✱ γ ∈ R+ − N✱ ❝❢ ❬✻✼❪✳ ❲❡ $❤❛❧❧
9❤❡8❡❢♦8❡ ♣8♦✈❡ 9❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✷✳✸✳✷✳ ❋♦" γ ∈ R+−N✱ $❤❡"❡ ❡①✐)$) ❛ ✉♥✐✈❡")❛❧ ❝♦♥)$❛♥$ C )✉❝❤ $❤❛$
$❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡)$✐♠❛$❡) ❤♦❧❞✿
‖∂iu‖Λγ ≤ ‖
√−∆u‖Λγ ≤ C‖K1/2u‖Λγ ✭✷✳✼✸✮
‖Xiu‖Λγ ≤ C‖K1/2u‖Λγ ✭✷✳✼✹✮
6"♦♦❢✳ ❲❡ ❞♦ 9❤❡ ♣8♦♦❢ ❢♦8 0 < γ < 1✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ✇♦8❦ ✇✐9❤ 9❤❡ ♦♣❡8❛9♦8 K˜✳
▲❡9 0 < ǫ < 1❀ ✇❡ ✇❛♥9 9♦ ❝♦♥98♦❧ 9❤❡ ❞✐✛❡8❡♥❝❡✿
(x+ ǫ)2K˜−1f(x+ ǫ)− x2K˜−1f(x)
=
(
(x+ ǫ)2 − x2) K˜−1f(x+ ǫ) + x2 (K˜−1f(x+ ǫ)− K˜−1f(x)) ✭✷✳✼✺✮
❚❤❡ ✜8$9 9❡8♠ ♦❢ 9❤❡ $✉♠ ♦♥ 9❤❡ 8✐❣❤9 ❤❛♥❞ $✐❞❡ $✐♠♣❧② ✐$✿ (2xǫ+ ǫ2)K˜−1f(x+ ǫ)❀
✉$✐♥❣ 9❤❡ ♣8❡✈✐♦✉$ 9❤❡♦8❡♠ ♦♥❡ ❡❛$✐❧② ❝♦♥98♦❧$ 9❤✐$ ❜② Cǫ‖f‖∞✳ ❋♦8 9❤❡ $❡❝♦♥❞
9❡8♠✱ ✇8✐9❡✿
K˜−1f(x+ ǫ)− K˜−1f(x)
=
∫ 1
0
√
1
π(1− r4)
[
exp
(
−1
2
1− r4
1 + r4
(x+ ǫ)2
)
− exp
(
−1
2
1− r4
1 + r4
x2
)]
×
∫ ∞
−∞
exp
(
−1
2
1 + r4
1− r4y
2
)
f
(
y +
2r2
1 + r4
x
)
dydr
−
∫ 1
0
√
1
π(1− r4) exp
(
−1
2
1− r4
1 + r4
x2
)
×
∫ ∞
−∞
exp
(
−1
2
1 + r4
1− r4y
2
)[
f
(
y +
2r2
1 + r4
(x+ ǫ)
)
− f
(
y +
2r2
1 + r4
x
)]
dydr
✭✷✳✼✻✮
❚♦ ❝♦♥98♦❧ 9❤❡ ✜8$9 ✐♥9❡❣8❛❧✱ ♦♥❡ ♠❛② ✉$❡ 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧✉$ ❧❡♠♠❛✿
✷✳✷✳ ❚❍❊ ❖&❊❘❆❚❖❘ K ❆◆❉ ❆❙❙❖❈■❆❚❊❉ ❙❊▼■ ◆❖❘▼❙ ✹✼
▲❡♠♠❛ ✷✳✷✳✸✳✶✳ ▲❡" 0 < η < 1✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛) ❛ ✉♥✐❢♦-♠ ❝♦♥"-♦❧ ♦❢ "❤❡ "②♣❡✿∣∣∣∣exp(−12 1− r41 + r4 (x+ ǫ)2
)
− exp
(
−1
2
1− r4
1 + r4
x2
)∣∣∣∣
≤ C(η)1− r
4
1 + r4
ǫ exp
(
−1− η
2
1− r4
1 + r4
x2
)
✭✷✳✼✼✮
❛♥❞ )❤❡,❡❢♦,❡ )❤❡ ✜,0) ✐♥)❡❣,❛❧ ✐0 ❝♦♥),♦❧❡❞ ❜②✿
Cǫ‖f‖∞
∫ 1
0
√
1
1− r4
1− r4
1 + r4
exp
(
−1− η
2
1− r4
1 + r4
x2
)∫ ∞
−∞
exp
(
−1
2
1 + r4
1− r4y
2
)
dydr
= Cǫ‖f‖∞
∫ 1
0
(1− r4)3/2
(1 + r4)2
exp
(
−1− η
2
1− r4
1 + r4
x2
)
dr
≤ ǫ‖f‖∞
(
C1(η)x
−2 + C2(η)e−
1−η
4
x2x2
)
✭✷✳✼✽✮
❜② ♠❡)❤♦❞0 0✐♠✐❧❛, )♦ )❤♦0❡ ♦❢ )❤❡ ♣,♦♦❢ ♦❢ )❤❡ ♣,❡✈✐♦✉0 )❤❡♦,❡♠✱ ♥♦)✐♥❣ )❤❛)✿
(1−r4)3/2
(1+r4)2
≤ 1
1+r4
✳ ■) ✐0 ♣♦00✐❜❧❡✱ ❛❧)❤♦✉❣❤ ♥♦♥✲♥❡❝❡00❛,②✱ )♦ ♦♣)✐♠✐③❡ )❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥
η✳ ❚❤❡♥✱ )❤❡ 0❡❝♦♥❞ ✐♥)❡❣,❛❧ ✐0 ❝♦♥),♦❧❡❞ ❜②✿
Cǫγ‖f‖Λγ
∫ 1
0
√
1
π(1−r4)
(
2r2
1+r4
)γ
exp
(
−1
2
1−r4
1+r4
x2
) ∫∞
−∞ exp
(
−1
2
1+r4
1−r4y
2
)
dydr
≤ Cǫγ‖f‖Λγ
∫ 1
0
√
1
(1−r4) exp
(
−1
2
1−r4
1+r4
x2
)
dr ✭✷✳✼✾✮
❜❡❝❛✉0❡
2r2
1+r4
≤ 1✳ ◆♦✇ )❤❡ ❧❛0) ✐♥)❡❣,❛❧ ♦♥ )❤❡ ,✐❣❤) ❤❛♥❞ 0✐❞❡ ❤❛0 ❛❧,❡❛❞② ❜❡❡♥
❡♥❝♦✉♥)❡,❡❞ ❛♥❞ ♠❛❥♦,✐③❡❞ ✐♥ )❤❡ ♣,♦♦❢ ♦❢ )❤❡ ♣,❡✈✐♦✉0 )❤❡♦,❡♠✱ 0♦ ✇❡ ❛,❡ ❞♦♥❡
❛0✱ ♣✉))✐♥❣ )❤❡ ♣❛,)0 )♦❣❡)❤❡,✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣,♦✈❡❞✿∣∣∣(x+ ǫ)2K˜−1f(x+ ǫ)− x2K˜−1f(x)∣∣∣ ≤ Cǫγ‖f‖Λγ ✭✷✳✽✵✮
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥0 )❤❛)✿
‖X2K˜−1f‖Λγ ≤ ‖f‖Λγ ✭✷✳✽✶✮
❛♥❞ ✇❡ ✜♥✐0❤ )❤❡ ♣,♦♦❢ ❜② )❤❡ ✉0✉❛❧ ♠❡)❤♦❞✳
❲❡ ❛❧0♦ ,❡❧❛)❡ )❤❡ S∞,s  ♣❛❝❡ %♦ %❤❡ Sp,s  ♣❛❝❡ ✐♥ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✶ ✭❙♦♠❡ ❙♦❜♦❧❡✈ %②♣❡ ✐♥❥❡❝%✐♦♥ ✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❥❡❝,✐♦♥-
❤♦❧❞✿
• Sp,s →֒ C0b ❢♦0 s > Np
• S∞,s →֒ Lp ❢♦0 s > N2p
✹✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❚❖#❖▲❖●■❈❆▲ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❖❋ S ❆◆❉ S ′
 !♦♦❢✳ ❋♦$ %❤❡ ✜$)% ✐♥❥❡❝%✐♦♥✱ )✐♠♣❧② ♦❜)❡$✈❡ %❤❛% Sp,s →֒ Wp,s✳ ❋♦$ %❤❡ )❡❝♦♥❞
♦♥❡✱ ✇$✐%❡✿
‖f‖pLp ≤
∫
dx
(1 + |x|)s ·
[
sup(1 + |x|) sp |f(x)|
]p
✭✷✳✽✷✮
❛♥❞ ♥♦%✐❝❡ %❤❛% %❤❡ ✐♥%❡❣$❛❧ ✐❢ ✜♥✐%❡ ✐✛ s > N ❛♥❞ %❤❛% ❛❝❝♦$❞✐♥❣ %♦ %❤❡♦$❡♠
✷✳✷✳✸✳✷✿
sup(1 + |x|) sp |f(x)| ≤ C · ‖K s2pf‖∞ = C‖f‖S∞, s2p ✭✷✳✽✸✮
◆♦✇ )✐♥❝❡ C0b = S∞,0 ❛♥❞ Lp = Sp,0 ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛%❡❧② ♦❜%❛✐♥ %❤❡✿
❈♦"♦❧❧❛"② ✷✳✷✳✸✳✶✳ ❋♦! ❛♥② ǫ > 0✱ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❥❡❝*✐♦♥3 ❤♦❧❞✿
• Sp,s+N
p
+ǫ →֒ S∞,s
• S∞,s+N
2p
+ǫ →֒ Sp,s
❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ❞❡❞✉❝❡ %❤❡✿
*"♦♣♦,✐.✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✷ ✭❉✉❛❧ )♣❛❝❡ ❢♦$ S∞,s✮✳ ❋♦! ❛♥② ǫ > 0✱ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❥❡❝*✐♦♥
❤♦❧❞3✿
S ′∞,s →֒ S∞,−s−N−ǫ ✭✷✳✽✹✮
 !♦♦❢✳ ❲❡ ❛♣♣❧② %❤❡ ✜$)% ✐♥❝❧✉)✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦$♦❧❧❛$② %✇✐❝❡ ✐♥ ❛ $♦✇ ❛♥❞ ♦❜%❛✐♥✿
S ′∞,s →֒ S ′p,s+N
p
+ǫ
= Sp∗,−s−N
p
−ǫ →֒ S∞,−s−N( 1p+ 1p∗ )−ǫ′ ✭✷✳✽✺✮
✷✳✸ ❚❤❡ &♦♣♦❧♦❣✐❡, ♦♥ S ❛♥❞ S ′
❚❤❡ $❡)✉❧%) ✐♥ %❤❡ ♣$❡✈✐♦✉) ♣❛$❛❣$❛♣❤) ❛❧❧♦✇ ✉) %♦ ✉♥❞❡$)%❛♥❞ ❤♦✇ %❤❡ %♦♣♦❧♦❣②
♦♥ S ✐) ❞❡✜♥❡❞✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐)❡❧②✱ %❤❡$❡ ✐) %❤❡✿
❚❤❡♦"❡♠ ✷✳✸✳✵✳✸ ✭❊I✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ )♦♠❡ %♦♣♦❧♦❣✐❡) ♦♥ S✮✳ ❆♥② ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢❛♠✐❧✐❡3 ♦❢ 3❡♠✐ ♥♦!♠3 ❡8✉✐♣3 S ✇✐*❤ *❤❡ 3❛♠❡ ❋!;❝❤❡* 3♣❛❝❡ *♦♣♦❧♦❣②✿
• ❢♦! 3♦♠❡ ✜①❡❞ 1 ≤ p ≤ ∞✿ ‖ · ‖(p)α,β✱ ✇❤❡!❡ α, β ❞❡3❝!✐❜❡ NN ❀
• ❢♦! 3♦♠❡ ✜①❡❞ 1 < p ≤ ∞✿ ‖ · ‖Sp,s✱ ✇❤❡!❡ s ❞❡3❝!✐❜❡3 N ✭♦! Z✮❀
• ❢♦! 3♦♠❡ ✜①❡❞ 1 < p ≤ ∞✿ ‖ · ‖Tp,s✱ ✇❤❡!❡ s ❞❡3❝!✐❜❡3 N ✭♦! Z✮✳
✷✳✸✳ ❚❍❊ ❚❖'❖▲❖●■❊❙ ❖◆ S ❆◆❉ S ′ ✹✾
■# ✇✐❧❧ ❜❡ ✉*❡❢✉❧ #♦ ♥♦#❡ #❤❛# ❢♦0 ❛♥② 1 < p ≤ ∞✿
S =
⋂
s∈R
Sp,s ✭✷✳✽✻✮
❛♥❞ ❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ #❤❡♦0❡♠* ✷✳✷✳✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✳✸✳✷✿
S ′ =
⋃
s∈R
Sp,s ✭✷✳✽✼✮
❚❤❡ #♦♣♦❧♦❣② ♦♥ S ′ ✐* #❤❡♥ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❛* ❛ *#0♦♥❣ ❞✉❛❧✲❋0D❝❤❡# *♣❛❝❡ #♦♣♦❧♦❣②✳
■♥ #❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛0❛❣0❛♣❤* ♦❢ #❤✐* ❝❤❛♣#❡0✱ ✇❡ ❧✐*# ❛ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ✉*❡❢✉❧ ♣0♦♣❡0#✐❡*
♦❢ #❤❡ #♦♣♦❧♦❣② ❞❡*❝0✐❜❡❞ ✐♥ #❤❡♦0❡♠ ✷✳✸✳✵✳✸✳ ■♥ #❤❡ 0❡*# ♦❢ #❤✐* ❞♦❝✉♠❡♥# ✇❡ ✇✐❧❧
❛❧✇❛②* ❝♦♥*✐❞❡0 #❤❛# S ✐* ❡H✉✐♣♣❡❞ ✇✐#❤ #❤✐* #♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ #❤❛# S ′ ✐* ❡H✉✐♣♣❡❞ ✇✐#❤
#❤❡ ❛**♦❝✐❛#❡❞ *#0♦♥❣ ❞✉❛❧ *♣❛❝❡ #♦♣♦❧♦❣②✳
✷✳✸✳✶ $%♦♣❡%)✐❡+ ♦❢ )❤❡ )♦♣♦❧♦❣✐❡+ ♦♥ S ❛♥❞ S ′
❚❤❡ 0❡*✉❧#* ✐♥ #❤✐* *❡❝#✐♦♥* ❛0❡ ❝♦♥*❡H✉❡♥❝❡* ♦❢ ♠♦0❡ ❣❡♥❡0❛❧ #❤❡♦0❡♠* ❢0♦♠ #❤❡
#❤❡♦0② ♦❢ #♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝#♦0 *♣❛❝❡*❀ ✇❡ 0❡❢❡0 #♦ #❤✐* ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦0 #❤❡ 0❡❧❡✈❛♥#
❞❡✜♥✐#✐♦♥* ❛♥❞ 0❡*✉❧#*✳
❋✐0*#✱ ❢♦0 *♦♠❡ f ∈ L2✱ 0❡❝❛❧❧ #❤❛# #❤❡0❡ ✐* ❛ ❞❡❝♦♠♣♦*✐#✐♦♥✿
K−sf(x) =
∑ cn(f)
λsn
fn(x) ✭✷✳✽✽✮
❛♥❞ #❤❡0❡❢♦0❡✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✶✳ ❋♦" s > N
N
2
✱ K−s ✐% ❛ ❍✐❧❜❡"+✲❙❝❤♠✐❞+ ♦♣❡"❛+♦"✱ ❛♥❞✿
‖K−s‖HS =
[∑
n∈NN
1
λ2sn
] 1
2
✭✷✳✽✾✮
✐❡ +❤❡ ✐♥❝❧✉%✐♦♥ S2,k →֒ S2,k+s ✐% ❍✐❧❜❡"+✲❙❝❤♠✐❞+ ✭♥✉❝❧❡❛"✮ ❢♦" ❛♥② k✳
❲❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢0♦♠ #❤✐* ❛♥❞ #❤❡♦0❡♠ ❆✳✹✳✹✳✷ #❤❛#✿
❚❤❡♦!❡♠ ✷✳✸✳✶✳✶✳ S ❡;✉✐♣♣❡❞ ✇✐+❤ ✐+% %+❛♥❞❛"❞ ❋"=❝❤❡+ %♣❛❝❡ +♦♣♦❧♦❣② ✐% ❛ ♥✉❝❧❡❛"
+♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝+♦" %♣❛❝❡✳
❆❧*♦✱ ❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ #❤❡♦0❡♠ ❆✳✹✳✹✳✸ #❤❡0❡ ✐* #❤❡✿
❚❤❡♦!❡♠ ✷✳✸✳✶✳✷✳ S ′ ❡;✉✐♣♣❡❞ ✇✐+❤ ✐+% %+♦♥❣ ❞✉❛❧ +♦♣♦❧♦❣② ✐% ❛ ♥✉❝❧❡❛" %♣❛❝❡✳
❚❤❡0❡ ❛❧*♦ ✐* #❤❡✿
✺✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❚❖#❖▲❖●■❈❆▲ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❖❋ S ❆◆❉ S ′
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✸✳✶✳✸✳ S ✐! ❛ ▼♦♥&❡❧ !♣❛❝❡✳
,-♦♦❢✳ S ✐# ❛ ♥✉❝❧❡❛* ❋*,❝❤❡. #♣❛❝❡✳
❛♥❞ .❤❡*❡❢♦*❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✸✳✶✳✹✳ S ′ ✐! ❛ ▼♦♥&❡❧ !♣❛❝❡✳
,-♦♦❢✳ S ′ ✐# .❤❡ #.*♦♥❣ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ▼♦♥.❡❧ #♣❛❝❡✳
▲❡. ✉# ❛❧#♦ ♥♦.❡ .❤❛. S ✐# ❜❛*❡❧❧❡❞ ❛# ❛ ❋*,❝❤❡. #♣❛❝❡ ❛♥❞ .❤❛. S ′ ✐# ❜❛*❡❧❧❡❞ ❛#
❛ ▼♦♥.❡❧ #♣❛❝❡✳
✷✳✸✳✷ S ′✲✈❛❧✉❡❞ ♣❛+❤-
■♥ .❤✐# #❡❝.✐♦♥ ✇❡ ♠❡♥.✐♦♥ .❤♦#❡ *❡#✉❧.# ♦❢ .♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❛.✉*❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣*♦✈✐❞❡
✉# ✇✐.❤ ❛♥ ✉♥❞❡*#.❛♥❞✐♥❣ ♦❢ .❤❡ #.*✉❝.✉*❡ ♦❢ *❡❣✉❧❛* S ′✲✈❛❧✉❡❞ ♣❛.❤#✳ ❲❡ *❡❢❡* .♦
❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ❛♥❞ .♦ .❤❡ *❡❢❡*❡♥❝❡# .❤❡*❡✐♥ ❢♦* ❞❡.❛✐❧#✳
▼♦*❡ ♣*❡❝✐#❧② ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ .♦ ✉♥❞❡*#.❛♥❞ .❤❡ #.*✉❝.✉*❡ ♦❢ ❝♦♥.✐♥✉♦✉# ♣❛.❤#
❛♥❞ ♦❢ ♣❛.❤# ✇✐.❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛*✐❛.✐♦♥ ✭❇❱ ❢♦* #❤♦*.✮ .❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡# ✐♥ S ′✳ ❋✐*#.✱
✇❡ ♥♦.❡ .❤❛. #✐♥❝❡ S(RN) ✐# ❛ ▼♦♥.❡❧ #♣❛❝❡✱ ❡✈❡*② ✇❡❛❦❧② ❝♦♥✈❡*❣❡♥. #❡H✉❡♥❝❡ ✐♥
S ′(RN) ❛❧#♦ ✐# #.*♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡*❣❡♥.✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱ ✇❡ *❡❝❛❧❧ .❤❛. ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❢*♦♠ ❛
♠❡.*✐❝ #♣❛❝❡ .♦ ❛ .♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ #♣❛❝❡ ✐# ❝♦♥.✐♥✉♦✉# ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐. ✐# #❡H✉❡♥.✐❛❧❧②
❝♦♥.✐♥✉♦✉#✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡ .❤❡ ♥♦.✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥.✐♥✉♦✉# ♣❛.❤ ♦♥ S ′(RN) ✇✐❧❧ ♥♦. ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ✇❤✐❝❤ .♦♣♦❧♦❣② ✇❡ ♣✐❝❦✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥.*♦❞✉❝❡ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶ ✭❈♦♥.✐♥✉♦✉# S ′✲✈❛❧✉❡❞ ♣❛.❤#✮✳ ❚❤❡ ♣❛&❤✿
T : [0, 1] −→ S ′(RN) ✭✷✳✾✵✮
✐! !❛✐❞ &♦ ❜❡ ❝♦♥&✐♥✉♦✉! ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦- ❛❧❧ φ ∈ S(RN)✱ t 7→ 〈T (t), φ〉 ✐! ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥
✐♥ C
(
[0, 1],RN
)
✳
❆ #✐♠✐❧❛* ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ❤♦❧❞# ❢♦* ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛*✐❛.✐♦♥ ♣❛.❤✳
❲❡ ♥♦✇ .✉*♥ ♦♥ ❛ *❡♣*❡#❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛*✐❛.✐♦♥ ♣❛.❤# ♦♥ S ′(RN) ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥. .♦ ♦✉* ♣✉*♣♦#❡✳ ▲❡. T ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛*✐❛.✐♦♥ ♣❛.❤✳
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✸✳✷✳✶ ✭●*♦.❤❡♥❞✐❡❝❦ *❡♣*❡#❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ ❇❱ ♣❛.❤#✮✳ ❈♦♥!✐❞❡-
T ∈ BV ([0, 1],S ′)✳ ❚❤❡♥✱ &❤❡-❡ ❡①✐!& !❡9✉❡♥❝❡! (λn) ∈ l1✱ (Vn) ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❇❱✱
❛♥❞ (Fn) ❛♥ ❡9✉✐❝♦♥&✐♥✉♦✉! ❢❛♠✐❧② ♦❢ S ′(RN) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ T !✉❝❤ &❤❛&
∀φ ∈ S(RN)✿
〈T (t), φ〉 =
∞∑
n=1
λn · Vn(t) · 〈Fn, φ〉 ✭✷✳✾✶✮
❆♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ -❡!✉❧& ❤♦❧❞! ❢♦- ❝♦♥&✐♥✉♦✉! ♣❛&❤!✳
✷✳✸✳ ❚❍❊ ❚❖'❖▲❖●■❊❙ ❖◆ S ❆◆❉ S ′ ✺✶
 !♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦♥'✐❞❡* +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛* ♠❛♣♣✐♥❣✿
l =
S ′(RN) → BV
φ 7→ (t 7→ 〈T (t), φ〉) ✭✷✳✾✷✮
◆♦✇ ❧❡+ (φn) ∈ S(RN)N ❛♥❞ φ ∈ S(RN) '✉❝❤ +❤❛+ φn S→ φ ❛♥❞ +❤❡*❡ ❡①✐'+' g ∈ BV
'✉❝❤ +❤❛+ l(φ)
BV→ g✳ ❚❤❡♥ '✐♥❝❡ ❇❱ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡' ♣♦✐♥+✇✐'❡ ❝♦♥✈❡*❣❡♥❝❡ ✐+
✐' ✐♠♠❡❞✐❛+❡❧② ❝❤❡❝❦❡❞ +❤❛+ g = l(φ)✱ ❤❡♥❝❡ +❤❡ ❣*❛♣❤ ♦❢ l ✐' ❝❧♦'❡❞✳ ◆♦✇ '✐♥❝❡
S(RN) ✐' ❛ ❋*E❝❤❡+ '♣❛❝❡ ❛♥❞ ❇❱ ✐' ❛ ❇❛♥❛❝❤ '♣❛❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉'❡ ❛ ✈❡*'✐♦♥ ♦❢ +❤❡
❝❧♦'❡❞ ❣*❛♣❤ +❤❡♦*❡♠ +♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ +❤❛+ l ✐' ❝♦♥+✐♥✉♦✉'✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ '✐♥❝❡ S(RN) ✐' ❛
♥✉❝❧❡❛* '♣❛❝❡ l ✐' ❛ ♥✉❝❧❡❛* ♠❛♣♣✐♥❣✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡ ✇❡ ✜♥✐'❤ +❤❡ ♣*♦♦❢ ❜② ✉'✐♥❣ +❤❡
●*♦+❤❡♥❞✐❡❝❦ +❤❡♦*❡♠ ❆✳✹✳✸✳✶✳
❚❤❡ *❡♣*❡'❡♥+❛+✐♦♥ ✐♥ +❤❡ ♣*❡✈✐♦✉' +❤❡♦*❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉'❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉'❡ ♦❢ +❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝+✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳✶✳ ❈♦♥'✐❞❡! '♦♠❡ p > 1✳ ❆♥② ❡.✉✐❝♦♥1✐♥✉♦✉' '❡1 E ⊂ S(RN)
✐' ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ 1❤❡ Sp,−ν ❢♦! '♦♠❡ ν > 0✳
 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡M✉✐❝♦♥+✐♥✉✐+② ♦❢ E ✐♥ S ♠❡❛♥' +❤❛+ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡+✿{
φ ∈ S(RN)|∀T ∈ E , |〈T, φ〉| < ǫ} ✭✷✳✾✸✮
✐' ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉*❤♦♦❞ ♦❢ 0✳ ❚❤❡*❡❢♦*❡ ✐+ ❝♦♥+❛✐♥' ❛ ❜❛❧❧ ❢♦* ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ '❡♠✐♥♦*♠'
‖ · ‖Sk,2 ✱ ✐❡ +❤❡*❡ ❡①✐'+' k ∈ Z ❛♥❞ η > 0 '✉❝❤ +❤❛+✿
‖φ‖Sk,2 < η ⇒ ∀T ∈ E |〈T, φ〉| < ǫ ✭✷✳✾✹✮
❲❡ ♥♦✇ ✐♥+*♦❞✉❝❡✿
gn :=
η
2λkn
· fn ✭✷✳✾✺✮
❈❧❡❛*❧②✿
‖gn‖Sk,2 =
η
2
< η ✭✷✳✾✻✮
❛♥❞ ✐❢ T ∈ E ✿ 〈
T, f˜n
〉
=
η
2λkn
· cn(T ) ✭✷✳✾✼✮
'♦ ✇❡ ❡✈❡♥+✉❛❧❧② ❣❡+✿
|cn(T )| < 2ǫ
η
· λkn ✭✷✳✾✽✮
❛♥❞ +❤❡*❡❢♦*❡✿
‖T‖2Sk,2 <
2ǫ
η
·
∑
n
λk−νn ✭✷✳✾✾✮
❛♥❞ +❤✐' ✐' ❛ ✜♥✐+❡ '✉♠ ❢♦* ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ν✱ '♦ E ⊂ S2,−ν ✳ ❚❤❡ ♣*♦♦❢ ✐' ✜♥✐'❤❡❞ ❜②
✉'✐♥❣ +❤❡ ❡M✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❋*E❝❤❡+ '♣❛❝❡ +♦♣♦❧♦❣✐❡' ♦♥ S ❛♥❞ ♦♥ ✐+' ❞✉❛❧ ❛' ✇❛'
'+❛+❡❞ ✐♥ +❤❡♦*❡♠ ✷✳✸✳✵✳✸✳
✺✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❚❖#❖▲❖●■❈❆▲ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❖❋ S ❆◆❉ S ′
❆# ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛*❡ ❝♦♥#❡-✉❡♥❝❡ ♦❢ *❤❡ *✇♦ ♣3❡✈✐♦✉# 3❡#✉❧*#✱ *❤❡3❡ ✐# *❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✷✳✸✳✷✳✷✳ ▲❡" T ∈ BV ([0, 1],S ′)✳ ❋♦& ❡✈❡&② p ∈ [1,∞] "❤❡&❡ ❡①✐,", s ∈ R
,✉❝❤ "❤❛" T ∈ BV ([0, 1],Sp,s)✳
❛♥❞ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ *❤❡3❡ ✐# ❛ #✐♠✐❧❛3 3❡#✉❧* ❢♦3 ❝♦♥*✐♥✉♦✉# ♣❛*❤#✳
❈❤❛♣$❡& ✸
▲✐❢$✐♥❣ ♦❢ &❛♥❞♦♠ ✈❛&✐❛❜❧❡3 ❜②
❞✐3$&✐❜✉$✐♦♥3
❚❤❡ ❧✐❢&✐♥❣ ♦❢ *♠♦♦&❤ ,❛♥❞♦♠ ✈❛,✐❛❜❧❡* ✐* ❛ ✇❡❧❧ ❞♦❝✉♠❡♥&❡❞ &♦♣✐❝✱ *❡❡ ❢♦, ❡①❛♠♣❧❡✿
❬✽✶❪✱ ❬✷✺❪✱ ❬✼✺❪ ♦, ❬✽✸❪✳ ❍❡,❡ ✇❡ &,② &♦ ✐♠♣,♦✈❡ &❤❡ ✉*✉❛❧ ,❡*✉❧&* ❜② ✉*✐♥❣ &❤❡
✐♥&❡,♣♦❧❛&✐♦♥ &❤❡♦,② &♦ ❡①&❡♥❞ &❤❡♠ &♦ ❢,❛❝&✐♦♥❛❧ ✐♥❞✐❝❡* ❢♦, &❤❡ ❞✐*&,✐❜✉&✐♦♥ *♣❛❝❡
❛♥❞ &❤❡ ●,♦**✲❙♦❜♦❧❡✈ *♣❛❝❡✳ ❚♦ ❞♦ *♦ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ &❤❡ ✐❞❡❛* ✐♥ ❬✽✸❪ ❜✉& ✇❡ ❡①&❡♥❞
&❤❡♠ ✐♥ *❡✈❡,❛❧ ✇❛②*✳
❋✐,*& ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥*✐❞❡, ❛♥② &❡♠♣❡,❡❞ ❞✐*&,✐❜✉&✐♦♥ ✐♥*&❡❛❞ ♦❢ ❥✉*& ❡❧❡♠❡♥&* ✐♥ ❛
♥❡❣❛&✐✈❡ ❇❡**❡❧ ♣♦&❡♥&✐❛❧ *♣❛❝❡✳ ❲❡ ❛❝❤✐❡✈❡ &❤✐* ❜② ✇♦,❦✐♥❣ ✐♥ &❤❡ *♣❛❝❡* Sp,δ❀
✐♥❞❡❡❞✿
S =
⋂
Sp,δ ✭✸✳✶✮
*♦✿
S ′ =
⋃
Sp,δ ✭✸✳✷✮
✇❤✐❧❡ &❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❇❡**❡❧ ♣♦&❡♥&✐❛❧ *♣❛❝❡* ✐* *&,✐❝&❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ S ′✳
❙❡❝♦♥❞ ✇❡ ♣❛② ❡①&,❛ ❛&&❡♥&✐♦♥ &♦ *♦♠❡ ❝♦♥*&❛♥&* ✐♥ ♦✉, ♠❛❥♦,✐③❛&✐♦♥* ❛* ✇❡
✇✐❧❧ ♥❡❡❞ &❤❛& ♠✉❝❤ ♣,❡❝✐*✐♦♥ ❢✉,&❤❡, ♦♥✳
❚❤✐,❞✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ,❡*✉❧&* ❢♦, &❤❡ ❧✐❢&✐♥❣ ♦❢ &❤❡ S∞−,−δ *♣❛❝❡*✳ ❚❤❡ ,❡*✉❧&* ❛,❡
♠♦,❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛&❡❞ &♦ *&❛&❡ ❛♥❞ ♣,♦✈❡ ❜✉& ❞♦ ♥♦& ,❡O✉✐,❡ ❛ ♣,✐♦,✐ ❛**✉♠♣&✐♦♥* ♦♥
&❤❡ ❡①✐*&❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡♥*✐&② ❢♦, &❤❡ ,❛♥❞♦♠ ✈❛,✐❛❜❧❡ ✇❡ ❝♦♥*✐❞❡,✳ ❚❤✐* ❛❧❧♦✇* ✉* &♦
❣✐✈❡ ,❡*✉❧&* ❢♦, &❤❡ ❧✐❢&✐♥❣ ♦❢ ,❡❣✉❧❛, ❡♥♦✉❣❤ ,❛♥❞♦♠ ✈❛,✐❛❜❧❡* ❜② ,❡❣✉❧❛, ❡♥♦✉❣❤
,❛♥❞♦♠ ❞✐*&,✐❜✉&✐♦♥*✳
❋♦, ❛ ♣,✐♠❡, ✐♥ ✐♥&❡,♣♦❧❛&✐♦♥ &❤❡♦,②✱ ✇❡ ,❡❢❡, &♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉ ❛♥❞ &♦ &❤❡ ,❡❢❡,✲
❡♥❝❡* &❤❡,❡✐♥✳
✺✸
✺✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
✸✳✶ ■♥%❡'♣♦❧❛%✐♦♥ ♦❢ ●'♦//✲❙♦❜♦❧❡✈ /♣❛❝❡/
❲❡ $%❛'% ❜② '❡❝❛❧❧✐♥❣ $♦♠❡ '❡$✉❧%$ ❢♦' %❤❡ ✐♥%❡'♣♦❧❛%✐♦♥ ♦❢ ●'♦$$✲❙♦❜♦❧❡✈ $♣❛❝❡$✳
❲❡ ❝♦♣② %❤❡ ✜'$% ♦♥❡ ❢'♦♠ ❬✽✷❪✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✵✳✸ ✭❈♦♠♣❧❡① ✐♥%❡'♣♦❧❛%✐♦♥ ♦❢ ●'♦$$✲❙♦❜♦❧❡✈ $♣❛❝❡$✮✳ ❲❡ ❝♦♥%✐❞❡(
p1, p2 > 1✱ s1, s2 ∈ R ❛♥❞ 0 < θ < 1✳ ▲❡- p ❛♥❞ s ❜❡ %✉❝❤ -❤❛-✿ 1p = θp1 + 1−θp2 ❛♥❞
s = θs1 + (1− θ)s2✳ ❚❤❡♥ [Dp1,s1 ,Dp2,s2 ]θ = Dp,s✳
■% ✐$ ✐♥%❡'❡$%✐♥❣ %♦ ♥♦%❡ %❤❛% %❤✐$ ✐$ '❡❧❛%❡❞ %♦ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡$✉❧% ✇❤✐❝❤ ✇❡
❝♦♣② ❢'♦♠ ❬✻✻❪✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✵✳✹✳ ▲❡- 1 < p <∞ ❛♥❞ s1 < s2 ∈ R❀ ❧❡- λ ∈ [0, 1] ❛♥❞ %❡-✿
s = λ · s1 + (1− λ) · s2 ✭✸✳✸✮
❚❤❡♥ -❤❡(❡ ❡①✐%-% ❛ ✉♥✐✈❡(%❛❧ ❝♦♥%-❛♥- C(p, s1, s2, λ) %✉❝❤ -❤❛- ❢♦( ❡✈❡(② φ ∈ D -❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞%✿
‖X‖Dp,s ≤ C · ‖X‖λDp,s1 · ‖X‖
1−λ
Dp,s2
✭✸✳✹✮
;(♦♦❢✳ ❚❤✐$ ✐$ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛%❡ ❝♦♥$❡J✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ♣'❡✈✐♦✉$ %❤❡♦'❡♠ ❛♥❞ %❤❡ ❞❡✜♥✐✲
%✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥%❡'♣♦❧❛%✐♦♥ ❢✉♥❝%♦'✳ ❲❡ ❛❧$♦ '❡❢❡' %♦ ❬✻✻❪ ❢♦' ❛♥ ❡①♣❧❝✐% ♣'♦♦❢ ✇❤✐❝❤
❞♦❡$ ♥♦% ❞✐'❡❝%❧② ✉$❡ ✐♥%❡'♣♦❧❛%✐♦♥ %❤❡♦'②✱ ❛❧%❤♦✉❣❤ %❤❡ ✐❞❡❛$ ❛'❡ %❤❡ $❛♠❡✳
❚❤❡♦'❡♠ ✸✳✶✳✵✳✹ ❤❛$ ❛♥ ♦❜✈✐♦✉$ ❜✉% ✈❡'② ✉$❡❢✉❧ ❝♦'♦❧❧❛'②✿
❈♦$♦❧❧❛$② ✸✳✶✳✵✳✶✳ ▲❡- p, s1, s2 ❛♥❞ λ ❜❡ ❛% ✐♥ -❤❡♦(❡♠ ✸✳✶✳✵✳✹ ❛♥❞ ❧❡- (Xn) ❛
%❡A✉❡♥❝❡ ♦❢ (❛♥❞♦♠ ✈❛(✐❛❜❧❡% %✉❝❤ -❤❛- (Xn) ❝♦♥✈❡(❣❡% ✐♥ Dp,s1 ❛♥❞ ✐% ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥
Dp,s2✳ ❚❤❡♥ ❢♦( ❡✈❡(② s < s2 (Xn) ❝♦♥✈❡(❣❡% ✐♥ Dp,s✳
❘❡♠❛$❦ ✸✳✶✳✵✳✶✳ ■- ✐% ✐♥-❡(❡%-✐♥❣ -♦ ❝♦♠♣❛(❡ -❤✐% ❧❛%- (❡%✉❧- -♦ ❧❡♠♠❛ ✶✳✷✳✻✳✷✳
❆$ ❛♥♦%❤❡' ❝♦♥$❡J✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥%❡'♣♦❧❛%✐♦♥ ♦❢ ●'♦$$✲❙♦❜♦❧❡✈ $♣❛❝❡$
✇❡ ❣✐✈❡ %✇♦ ❡①%❡♥$✐♦♥$ ♦❢ ❍P❧❞❡'✬$ %❤❡♦'❡♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧$♦ %❛❦❡ ❢'♦♠ ❬✽✷❪✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✵✳✺ ✭❍P❧❞❡' %❤❡♦'❡♠ ❢♦' ●'♦$$✲❙♦❜♦❧❡✈ $♣❛❝❡$✮✳ ❈♦♥%✐❞❡( s > 0
❛♥❞ 1 < p, q, r < ∞ %✉❝❤ -❤❛- 1/p = 1/q + 1/r✳ ❚❤❡♥ -❤❡(❡ ❡①✐%-% ❛ ✉♥✐✈❡(%❛❧
❝♦♥%-❛♥- C(s, q, r) %✉❝❤ -❤❛- ❢♦( ❡✈❡(② X, Y ∈ D✿
‖X · Y ‖Dp,s ≤ C · ‖X‖Dq,s · ‖Y ‖Dr,s ✭✸✳✺✮
;(♦♦❢✳ ❋✐'$% ✇❡ ♣'♦✈❡ %❤❡ '❡$✉❧% ❢♦' s ∈ N✳ ■♥❞❡❡❞ ∇(X · Y ) ✐$ ❝♦♠♣✉%❡❞ ❜②
%❤❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❢♦'♠✉❧❛ ❛♥❞ %❤❡♥ %❤❡ '❡$✉❧% ✐$ ❥✉$% ❛ ❝♦♥$❡J✉❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ✉$✉❛❧ ❍P❧❞❡'
%❤❡♦'❡♠✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡'❛❧ '❡$✉❧% ✐$ %❤❡♥ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ✐♥%❡'♣♦❧❛%✐♦♥✳
✸✳✶✳ ■◆❚❊❘(❖▲❆❚■❖◆ ❖❋ ●❘❖❙❙✲❙❖❇❖▲❊❱ ❙(❆❈❊❙ ✺✺
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✵✳✻ ✭❍#❧❞❡' (❤❡♦'❡♠ ❢♦' ●'♦..✲❙♦❜♦❧❡✈ ❞✐.('✐❜✉(✐♦♥ .♣❛❝❡.✮✳ ▲❡"
1 < p, q, r <∞ #✉❝❤ "❤❛" 1/p = 1/q+1/r ❛♥❞ s > 0✳ ❚❤❡♥ "❤❡,❡ ❡①✐#"# ❛ ✉♥✐✈❡,#❛❧
❝♦♥#"❛♥" C(s, q, r) #✉❝❤ "❤❛" ❢♦, ❡✈❡,② X, Y ∈ D✿
‖X · Y ‖Dp,−s ≤ C · ‖X‖Dq,s · ‖Y ‖Dr,−s ✭✸✳✻✮
5,♦♦❢✳ ❇② (❤❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❞✉❛❧✐(② ♦♥ (❤❡ ●'♦..✲❙♦❜♦❧❡✈ .♣❛❝❡.✱ (❤❡'❡ ✐. ♦♥
♦♥❡ ❤❛♥❞✿
‖X · Y ‖Dp,−s = sup
‖φ‖Dp∗,s=1
〈X · Y, φ〉 ✭✸✳✼✮
❛♥❞ ♦♥ (❤❡ ♦(❤❡' ❤❛♥❞✿
〈X · Y, φ〉 = 〈Y,X · φ〉 ≤ ‖Y ‖Dr,−s · ‖X · φ‖Dr∗,s ✭✸✳✽✮
◆♦✇ .✐♥❝❡ 1/r∗ = 1/p∗ + 1/q✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ (❤❡ ♣'❡✈✐♦✉. (❤❡♦'❡♠ (❤❡'❡ ✐.✿
‖X · φ‖Dr∗,s ≤ ‖X‖Dq,s · ‖φ‖Dp∗,−s ✭✸✳✾✮
❛♥❞ (❤❡'❡❢♦'❡✿
〈X · Y, φ〉 ≤ ‖X‖Dq,s · ‖Y ‖Dr,−s · ‖φ‖Dp∗,−s ✭✸✳✶✵✮
.♦ ✇❡ ❛'❡ ❞♦♥❡✳
❖❢(❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ .✐♠♣❧② '❡❢❡' (♦ (❤❡.❡ ❧❛.( (✇♦ (❤❡♦'❡♠. ❛. ❍#❧❞❡'✬. ✐♥❡L✉L❧✐(②❀
❤♦♣❡❢✉❧❧② (❤❡ ❝♦♥(❡①( ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②. ❝❧❛'✐❢② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇❡ ❛'❡ ❛♣♣❧②✐♥❣✳
●♦✐♥❣ ❢✉'(❤❡' ✇✐(❤ (❤❡ ♥♦(✐♦♥ ♦❢ ✐♥(❡'♣♦❧❛(✐♦♥✱ ✐( ✐. ✐♥(❡'❡.(✐♥❣ (♦ ❝♦♥.✐❞❡' (❤❡
❛❝(✐♦♥ ♦❢ '❡❛❧ ✐♥(❡'♣♦❧❛(✐♦♥ ❢✉♥❝(♦'. ♦♥ ●'♦..✲❙♦❜♦❧❡✈ .♣❛❝❡.✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❬✽✸❪ ✇❡ ✐♥('♦❞✉❝❡✿
❉❡✜♥✐/✐♦♥ ✸✳✶✳✵✳✷ ✭❘❡❛❧ ✐♥(❡'♣♦❧❛(✐♦♥ ♦❢ ●'♦..✲❙♦❜♦❧❡✈ .♣❛❝❡.✮✳ ▲❡" p > 1 ❛♥❞
s ∈ R✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ #♣❛❝❡# Ep,s ❛# ❢♦❧❧♦✇#✿
• ✐❢ s ∈ Z "❤❡♥ Ep,s = Dp,s
• ❖"❤❡,✇✐#❡ ❧❡" k = [s]✱ σ = {s}✳ ❚❤❡♥ Ep,s = (Dp,k+1,Dp,k)1−σ,p✳
❲❡ .♣❡❝✐❛❧✐③❡ (❤❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ '❡❛❧ ✐♥(❡'♣♦❧❛(✐♦♥ .♣❛❝❡. (♦ ♦✉' ❝❛.❡ ❛♥❞
♦❜(❛✐♥ ❛ ❝❛'❛❝(❡'✐③❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ .♣❛❝❡ Ep,s ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣'❡..✐♦♥ ❢♦' ✐(. ♥♦'♠❀ ✇❡ '❡❢❡'
(♦ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉ ❛♥❞ (❤❡ '❡❢❡'❡♥❝❡. (❤❡'❡✐♥ ♦' (♦ ❬✽✸❪ ❢♦' (❤❡ ❞❡(❛✐❧.✳ ■♥ ♣'❛❝(✐❝❡✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♠♦.(❧② '❡❧② ♦♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡.✉❧(✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✵✳✼ ✭.❡♠✐❣'♦✉♣ ❝❛'❛❝(❡'✐③❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ .♣❛❝❡ Ep,s✮✳
‖F‖pEp,s = ‖F‖pDp,k +
∫ 1
0
t−1−pσ‖F − TtF‖pDp,kdt
✺✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
 !♦♦❢✳ ❚❤✐% ✐% ❛ %♣❡❝✐❛❧✐③❛,✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡1❛❧ 1❡%✉❧, ♦♥ %❡♠✐❣1♦✉♣ ✐♥,❡1♣♦❧❛,✐♦♥ ,♦
,❤❡ ♦♣❡1❛,♦1 (Id+ L)1/2✳ ❙❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉ ❢♦1 ,❤❡ ❞❡,❛✐❧%✳
❆❧%♦ ❛% ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❞✉❛❧✐,② ,❤❡♦1❡♠ ✐♥ ❉ ✇❡ ❣❡, ,❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✵✳✽ ✭❉✉❛❧✐,② ❢♦1 ,❤❡ Ep,s %♣❛❝❡%✮✳ ■❢ 1 < p <∞ ❛♥❞ s ∈ R )❤❡♥✿
E∗p,s = Ep∗,−s ✭✸✳✶✶✮
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1❡%✉❧, ❤♦✇ ❝❧♦%❡❧② 1❡❧❛,❡❞ ,❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ 1❡❛❧ ✐♥,❡1♣♦❧❛,❡❞
●1♦%%✲❙♦❜♦❧❡✈ %♣❛❝❡% ❛1❡✳ ■, ✇✐❧❧ ❛❧%♦ ,✉1♥ ♦✉, ,♦ ❜❡ ✈❡1② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥, ❛% ✐, ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇
✉% ,♦ ♣1♦✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ 1❡%✉❧,% ❢♦1 ✇❤✐❝❤❡✈❡1 ❢❛♠✐❧② ♦❢ %♣❛❝❡% ✐% ♠♦1❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥,
,♦ ✉%❡ ❛♥❞ ,♦ ❛✉,♦♠❛,✐❝❛❧❧② ♦❜,❛✐♥ ,❤❡♠ ❢♦1 ,❤❡ ♦,❤❡1 ❢❛♠✐❧② ✧✉♣ ,♦ ǫ✧✳
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✵✳✾ ✭✐♥❝❧✉%✐♦♥% ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ 1❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① %♣❛❝❡%✮✳ ❋♦! ❡✈❡!②
p > 1✱ s ∈ R ❛♥❞ ǫ > 0 ♦♥❡ ❤❛1 )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥)✐♥✉♦✉1 ✐♥❥❡❝)✐♦♥1✿
Ep,s+ǫ →֒ Dp,s →֒ Ep,s−ǫ ✭✸✳✶✷✮
 !♦♦❢✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ✉%❡ ❛ ❣❡♥❡1❛❧ 1❡%✉❧, ❢1♦♠ %❡♠✐❣1♦✉♣ ✐♥,❡1♣♦❧❛,✐♦♥ ,❤❡♦1② ❜✉, ❞✉❡
,♦ ,❤❡ ✐♠♣♦1,❛♥❝❡ ♦❢ ,❤✐% ,❤❡♦1❡♠ ❢♦1 ,❤❡ %❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡,❡♥❡%% ✇❡ ♣1♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧
♣1♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✽✸❪✳
❲❡ ♥♦,❡ ,❤❛, ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ ,♦ ♣1♦✈❡ ,❤❡ ✜1%, ✐♥❝❧✉%✐♦♥❀ ✐♥❞❡❡❞ ,❤❡ %❡❝♦♥❞ ♦♥❡
,❤❡♥ ❛✉,♦♠❛,✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇% ❜② ,❤❡ ❞✉❛❧✐,② ,❤❡♦1❡♠✳
■❢ s ∈ Z ,❤❡1❡ ✐% ♥♦,❤✐♥❣ ,♦ ♣1♦✈❡✳ ❖,❤❡1✇✐%❡ ❧❡, ✉% ✇1✐,❡✿ [s] = k ∈ Z ❛♥❞
{s} = σ ∈]0, 1[ ❛♥❞ ❧❡, X ∈ D✳ ❚❤❡♥✱ ❛% ♣❡1 ,❤❡ ❢1❛❝,✐♦♥♥❛❧ ♣♦✇❡1 1❡%✉❧,% ♣1♦✈✐❞❡❞
✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈ ,❤❡1❡ ✐% ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 1❡❧❛,✐♦♥✱ ✇❤❡1❡ ,❤❡ ❘❍❙ ✐% ❛ ❇♦❝❤♥❡1 ✐♥,❡❣1❛❧✿
(I − L)σ/2X = σ
Γ(1− σ) ·
∫ ∞
0
t−1+σ · [X − TtX] dt ✭✸✳✶✸✮
■♥ ,❤❡ 1❡♠❛✐♥❞❡1 ♦❢ ,❤✐% ♣1♦♦❢✱ C ✇✐❧❧ ❞❡♥♦,❡ %♦♠❡ ✉♥✐✈❡1%❛❧ ❝♦♥%,❛♥, ♣♦%%✐❜❧②
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ p, k, σ, ǫ✱ ❡,❝✳ ❜✉, ♥♦, ♦♥ X✳ ❚❤❡1❡ ✐%✿
‖X‖p
Dp,s
=
∥∥∥(I − L)σ/2X∥∥∥p
Dp,k
≤ C ·
{∫ ∞
0
t−1+σ · ‖X − TtX‖pDp,k dt
}p
= C ·
{∫ 1
0
t−1+σ · ‖X − TtX‖pDp,k dt+
∫ ∞
1
t−1+σ · ‖X − TtX‖pDp,k dt
}p
✭✸✳✶✹✮
✸✳✶✳ ■◆❚❊❘(❖▲❆❚■❖◆ ❖❋ ●❘❖❙❙✲❙❖❇❖▲❊❱ ❙(❆❈❊❙ ✺✼
■♥ $❤❡ ❛❜♦✈❡✱ $❤❡
∫∞
1
✐♥$❡❣.❛❧ ✐0 ❞♦♠✐♥❛$❡❞ ❜② C · ‖X‖Dp,k ❛♥❞ ❢♦. $❤❡
∫ 1
0
✐♥$❡❣.❛❧
✇❡ ✇.✐$❡✿∫ 1
0
t−1+σ · ‖X − TtX‖pDp,k dt =
∫ 1
0
t−
1
p∗
−ǫ · t− 1p+ǫ+σ · ‖X − TtX‖pDp,k dt
≤ C ·
{
t−(1+(σ+ǫ)p) · ‖X − TtX‖pDp,k dt
} 1
p
✭✸✳✶✺✮
❜② ❍=❧❞❡.✬0 $❤❡♦.❡♠✳ ❲❡ ✜♥✐0❤ $❤❡ ♣.♦♦❢ ❜② ✐♥❥❡❝$✐♥❣ $❤❡0❡ $✇♦ ♠❛❥♦.✐③❛$✐♦♥0 ✐♥
✭✸✳✶✹✮ ❛♥❞ ✉0✐♥❣ $❤❡♦.❡♠ ✸✳✶✳✵✳✼✳
◆♦✇ ❧❡$ ✉0 ✐♥$.♦❞✉❝❡ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ I✉❛♥$✐$✐❡0✿ ❢♦. F ∈ Lp ✇❡ 0❡$✿
• f(0) = F
• f(t) = 1
t
· ∫ t
0
TτFdτ ✐❢ t > 0
❙✐♥❝❡ (I − L)1/2 ❝♦♠♠✉$❡0 $♦ ❛♥② Tτ ✐$ ✐0 ❡❛0✐❧② ✈❡.✐✜❡❞ $❤❛$ $❤❡ f(t) ❛.❡ 0♠♦♦$❤
❢♦. t > 0 ❛♥❞✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✶✳✵✳✷✳ ■❢ F ∈ Dp,s "❤❡♥✿
• ‖f(t)‖Dp,s ≤ ‖F‖Dp,s
• ‖f(t)− F‖Dp,s → 0
❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡0$✐♠❛$❡0 ♦♥ f ✿
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✵✳✶✳ ▲❡" F ∈ Ep,s ❢♦) *♦♠❡ p > 1 ❛♥❞ s > 0✳ ❲❡ ♥♦"❡ k = [s] ❛♥❞
σ = {s}✳ ❚❤❡♥ "❤❡)❡ ❡①✐*" ❝♦♥*"❛♥"* Ci ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ p ❛♥❞ s *✉❝❤ "❤❛"✿∫ 1
0
t−1+p(1−σ)‖f(t)‖p
Dp,k
dt ≤ C1‖F‖pEp,s ✭✸✳✶✻✮∫ 1
0
t−1+p(1−σ)‖f ′(t)‖p
Dp,k
dt ≤ C2‖F‖pEp,s ✭✸✳✶✼✮∫ 1
0
t−1+p(1−σ)‖f(t)‖p
Dp,k+1
dt ≤ C3‖F‖pEp,s ✭✸✳✶✽✮
9)♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜.0$ ♣♦✐♥$ ✐0 ♦❜✈✐♦✉0 ❜❡❝❛✉0❡ f ✐0 ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Dp,k ❛0 ✇❛0 0$❛$❡❞ ✐♥ $❤❡
♣.❡✈✐♦✉0 ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉0❡ ♦❢ $❤❡♦.❡♠ ✸✳✶✳✵✳✾✳
❚❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ $❤❡ 0❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥$ ✇✐❧❧ .❡I✉✐.❡ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0✐♠♣❧❡ .❡0✉❧$ ✇❤✐❝❤ ✇❡
❜♦..♦✇ ❢.♦♠ ❬✶❪✿
✺✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✵✳✷✳ ▲❡" φ ❜❡ ❛ %❝❛❧❛(✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ R+ ❛♥❞ ❧❡"
ψ(t) =
1
t
∫ t
0
φ(s)ds ✭✸✳✶✾✮
❚❤❡♥ ❢♦( 1 ≤ p <∞ ❛♥❞ ❢♦( ν✱ θ %✉❝❤ "❤❛" ν + 1/p = θ < 1 ♦♥❡ ❤❛%✿
∫ ∞
0
tνp|ψ(t)|pdt ≤
(
1
1− θ
)p
·
∫ ∞
0
tνp|φ(t)|pdt ✭✸✳✷✵✮
❚❤❡♥ ✇❡ ♥♦,✐❝❡ ,❤❛, ❢♦1 t > 0✿
f ′(t) = − 1
t2
·
∫ t
0
TτFdτ +
1
t
TtF =
1
t
(TtF − F )− 1
t2
·
∫ t
0
(TτF − F )dτ ✭✸✳✷✶✮
,❤❡1❡❢♦1❡✿∫ 1
0
t−1+p(1−σ)‖f ′(t)‖p
Dp,k
dt ≤ C ·
[ ∫ 1
0
t−1−pσ‖TtF − F‖pDp,kdt
+
∫ 1
0
t−1−p−pσ
∥∥∥∥
∫ t
0
(TτF − F )dτ
∥∥∥∥
p
Dp,k
dt
]
✭✸✳✷✷✮
❚❤❡ ✜15, ,❡1♠ ✐♥ ,❤✐5 5✉♠ ✐5 ❝♦♥,1♦❧❧❡❞ ❜② ✉5✐♥❣ ,❤❡ 5❡♠✐❣1♦✉♣ ❝❤❛1❛❝,❡1✐③❛,✐♦♥ ✐♥
,❤❡♦1❡♠ ✸✳✶✳✵✳✼✳ ❋♦1 ,❤❡ 5❡❝♦♥❞ ,❡1♠ ✇❡ ❛♣♣❧② ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✳✵✳✷ ✇✐,❤ ν = −1/p− σ✱
❤❡♥❝❡ 1− θ = 1 + σ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜,❛✐♥✿∫ 1
0
t−1−pσ
∥∥∥∥
∫ t
0
TτF − F
t
dτ
∥∥∥∥
p
Dp,k
dt ≤ 1
(1 + σ)p
∫ 1
0
t−1−pσ‖TtF − F‖pDp,kdt ✭✸✳✷✸✮
5♦ ,❤❡♥ ❛❣❛✐♥ ,❤❡ 5❡♠✐❣1♦✉♣ ❝❛1❛❝,❡1✐③❛,✐♦♥ ❝♦♥,1♦❧5 ,❤❡ 5❡❝♦♥❞ ,❡1♠ ❛5 ✇❛5 ❞❡✲
5✐1❡❞✳
❋♦1 ,❤❡ ,❤✐1❞ ♣♦✐♥, ♦♥❡ ♥♦,✐❝❡5 ,❤❛,✿
(I + L)1/2f(t) = 1
t
∫ t
0
(I + L)1/2τ Fdτ = −
1
t
∫ 1
0
T ′τFdτ = −1
t
(TtF − F ) ✭✸✳✷✹✮
,❤❡1❡❢♦1❡
‖f(t)‖Dp,k+1 =
∥∥∥∥1t (TtF − F )
∥∥∥∥
Dp,k+1
✭✸✳✷✺✮
❛♥❞ ❛5 ♣1❡✈✐♦✉5❧② ,❤❡ 5❡♠✐❣1♦✉♣ ❝❤❛1❛❝,❡1✐③❛,✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡5✳
❲❡ ❛❧5♦ ♥❡❡❞ ❡5,✐♠❛,❡5 ♦♥ 1/f(t)✿
✸✳✶✳ ■◆❚❊❘(❖▲❆❚■❖◆ ❖❋ ●❘❖❙❙✲❙❖❇❖▲❊❱ ❙(❆❈❊❙ ✺✾
▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✵✳✸✳ ▲❡" F ∈ D∞−,k ❢♦% &♦♠❡ k ∈ N✳ ■❢ F > 0 ❛✳&✳ ❛♥❞ 1/F ∈ L∞−
"❤❡♥ ❢♦% ❛♥② p > 1 ❛♥❞ ❛♥② p′ > p "❤❡%❡ ❡①✐&"& q > 1 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ p✱ p′ ❛♥❞
k &✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡&"✐♠❛"❡ ❤♦❧❞&✿
sup
0≤t≤1
∥∥∥∥ 1f(t)
∥∥∥∥
Dp,k
≤
[(
1
1− e−1
)k+1
·
∥∥∥∥ 1F k+1
∥∥∥∥
Lp
′
+
1
1− e−1 ·
∥∥∥∥ 1F
∥∥∥∥
Lp
]
· ‖F‖k
Dq,k
✭✸✳✷✻✮
9%♦♦❢✳ ❋✐*+,✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ,❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉+ ✈❡*+✐♦♥ ♦❢ ❋❛❛ ❞✐ ❇*✉♥♦✬+ ❢♦*♠✉❧❛✱
✇❡ +❡❡ ,❤❛,✿
∇k 1
f(t)
=
1
f(t)k+1
· Π ✭✸✳✷✼✮
✇❤❡*❡ Π ✐+ ❛ ❧✐♥❡❛* ❝♦♠❜✐♥❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ∇i1f(t)⊗· · ·⊗∇inf(t) ✇✐,❤ i1+ · · ·+in = k✳
❚❤❡♥✱ +✉❝❝❡++✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥+ ♦❢ ❍F❧❞❡*✬+ ✐♥❡G✉❛❧✐,② ❛♥❞ ▼❡②❡*✬+ ✐♥❡G✉❛❧✐,✐❡+ ❧❡❛❞
,♦✿ ∥∥∥∥ 1f(t)
∥∥∥∥
Dp,k
≤
∥∥∥∥ 1f(t)
∥∥∥∥
Lp
+
∥∥∥∥ 1f(t)k+1
∥∥∥∥
Lp
′
· ‖F‖k
Dq,k
✭✸✳✷✽✮
❲❡ ♠❛② ,❛❦❡ k ❛+ ,❤❡ ❡①♣♦♥❡♥, ❜❡❝❛✉+❡ ❡✈❡*② ,❡*♠ ✐♥ Π ✐+ ♦❢ ♦*❞❡* ❛, ♠♦+, k ✐♥
,❡*♠+ ♦❢ ,❡♥+♦* ♣*♦❞✉❝,+ ❛♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❍F❧❞❡*✬+ ✐♥❡G✉❛❧✐,②✳ ❆ ♣♦++✐❜✐❧❡ ✈❛❧✉❡
❢♦* q ✐+✿ 1/p = 1/p′ + k/q✳ ◆♦✇ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ ,♦ ❝♦♥,*♦❧ ‖1/f(t)k+1‖Lp′ ✳ ❚♦ ❞♦
,❤✐+ ✇❡ ♥♦,✐❝❡ ,❤❛, ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠❛*❦♦✈✐❛♥ ❦❡*♥❡❧+ ✭❛♥❞ ♦❢ ❝♦♥,*❛❝,✐♦♥+✮
♦♥ ,❤❡ Lp +♣❛❝❡+ ❜② +❡,,✐♥❣✿
G(t)F =
t
1− e−tf(t) =
1
1− e−t ·
∫ t
0
TτFdτ ✭✸✳✷✾✮
❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❏❡♥+❡♥✬+ ✐♥❡G✉❛❧✐,② ❧❡❛❞+ ,♦✿
1
G(t)F
≤ G(t)
[
1
F
]
✭✸✳✸✵✮
❘❡,✉*♥✐♥❣ ,♦ f ♦♥❡ ❣❡,+✿
1
f(t)
≤ t
(1− e−t) ·G(t)F ≤
t
1− e−t ·G(t)
[
1
F
]
≤ 1
1− e−1 ·G(t)
[
1
F
]
✭✸✳✸✶✮
❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ +✐♥❝❡ ,❤❡ Gt ❛*❡ ❝♦♥,*❛❝,✐♦♥+✳
❘❡♠❛)❦ ✸✳✶✳✵✳✷✳ ■♥ "❤❡ ❝❛&❡ ✇❤❡%❡ k = 0 "❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Π ✐♥ "❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣%♦♦❢ ✐&
1 ❛♥❞ "❤❡%❡❢♦%❡ "❤❡ %❡&✉❧" ✐♠♣%♦✈❡& "♦✿
sup
0≤t≤1
∥∥∥∥ 1f(t)
∥∥∥∥
Lp
≤ 1
1− e−1 ·
∥∥∥∥ 1F
∥∥∥∥
Lp
✭✸✳✸✷✮
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❲❡ ♠❛② ♥♦✇ *+❛+❡ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✶✳✵✳✶✵✳ ▲❡" s > 0 ❛♥❞ F ∈ E∞−,s &✉❝❤ "❤❛" F > 0 ❛✳&✳ ❛♥❞
1/F ∈ L∞−✳ ❚❤❡♥ ❢♦. ❡✈❡.② s′ < s 1/F ∈ E∞−,s′ ❛♥❞ ❢♦. ❛♥② p′ > p "❤❡.❡
❡①✐&"& q(p, p′, s) > 1 ❛♥❞ ❛ ❝♦♥&"❛♥" C(p, p′, s) &✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡&"✐♠❛"❡
❤♦❧❞&✿ ∥∥∥∥ 1F
∥∥∥∥
Ep,s′
≤ C ·
[∥∥∥∥ 1F 2(k+1)
∥∥∥∥p
Lp
′
+
∥∥∥∥ 1F
∥∥∥∥p
Lp
′
]
· ‖F‖kp+
p
p′
Eq,s ✭✸✳✸✸✮
✇❤❡.❡ k = [s]✳
❖♥❝❡ +❤❡ +❤❡♦8❡♠ ✐* ♣8♦✈❡❞ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐* ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛+❡ ❝♦♥*❡<✉❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡✲
♦8❡♠ ✸✳✶✳✵✳✾✿
❈♦$♦❧❧❛$② ✸✳✶✳✵✳✷✳ ❆ &✐♠✐❧❛. &"❛"❡♠❡♥" ❤♦❧❞& ❢♦. "❤❡ &♣❛❝❡& D∞−,s
:.♦♦❢✳ ❲✐+❤ +❤❡ ♥♦+❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ +❤❡♦8❡♠✱ ✇❡ *❡+ k = [s] ❛♥❞ σ = {s}✳ ▲❡+ ✉*
❝♦♥*✐❞❡8 s′ < s❀ ✐❢ s ✐* ❛♥ ✐♥+❡❣❡8 +❤❡ 8❡*✉❧+ ✐* ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✳✵✳✸ *♦ ✇❡ ❛②
*✉♣♣♦*❡ [s′] = k ❛* ✇❡❧❧ ❛♥❞ ✇❡ *❡+ σ′ = {s′}✳ ❲❡ ♥♦✇ ✐♥+8♦❞✉❝❡ g(t) = 1/f(t)
❢♦8 t ∈ [0, 1] ❛♥❞ ✇❡ ❡①+❡♥❞ g +♦ ❛ *♠♦♦+❤ ❢✉♥❝+✐♦♥ ✇✐+❤ ❝♦♠❛♣❝+ *✉♣♣♦8+✳ ❖❢
❝♦✉8*❡ g(0) = 1/F *♦ ❜② +❤❡ ❞❡✜♥✐+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ 8❡❛❧ ✐♥+❡8♣♦❧❛+✐♦♥ ❢✉♥❝+♦8✱ +♦ ♦❜+❛✐♥
❛ ♠❛❥♦8✐③❛+✐♦♥ ♦❢ ‖1/F‖Ep,s′ ✐+ ✐* ❡♥♦✉❣❤ +♦ ❝♦♥+8♦❧ +❤❡ +✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡8♠*✿∫ 1
0
tνp‖g(t)‖p
Dp,k+1
dt
❛♥❞ ∫ 1
0
tνp‖g′(t)‖p
Dp,k
dt
✇❤❡8❡ ν ✐* *✉❝❤ +❤❛+ p−1 + ν = 1− σ′✳ ■♥ +❤❡ *❡<✉❡❧ Ci ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②* ❜❡ ❛ ✉♥✐✈❡8*❛❧
❝♦♥*+❛♥+✱ ♣♦**✐❜❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *♦♠❡ *♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛8❛♠❡+❡8*✳
❲❡ *+❛8+ ✇✐+❤ +❤❡ *❡❝♦♥❞ +❡8♠✳ ❙✐♥❝❡ g′(t) = −f ′(t)/f(t)2 ❜② 8❡♣❧❛❝✐♥❣✱ ❛♣♣❧②✲
✐♥❣ ❍L❧❞❡8✬* ✐♥❡<✉❛❧✐+② ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✳✵✳✸ ✇❡ ♦❜+❛✐♥✱ ❢♦8 ❛♥② δ > 0✿∫ 1
0
tνp‖g′(t)‖p
Dp,k
dt =
∫ 1
0
tνp
∥∥∥∥ f ′(t)f(t)2
∥∥∥∥p
Dp,k
dt
≤ C1(p, k, δ) ·
∫ 1
0
tνp
∥∥∥∥ 1f(t)2
∥∥∥∥p
Dp(1+δ)/δ,k
· ‖f ′(t)‖p
Dp(1+δ),k
dt
≤ C2(p, k, δ) ·
[∥∥∥∥ 1F 2(k+1)
∥∥∥∥p
L
p 1+δ
′
δ′
+
∥∥∥∥ 1F
∥∥∥∥p
Lp
1+δ
δ
]
· ‖F‖Nk
Dq,k
·
∫ 1
0
tνp‖f ′(t)‖p
Dp(1+δ),k
dt
✭✸✳✸✹✮
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❢♦$ ❛♥② 0 < δ′ < δ ❛♥❞ ❢♦$ )♦♠❡ q ❛) ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✳✵✳✸✳ ◆♦✇ ❜② ❏❡♥)❡♥✬) ✐♥❡6✉❛❧✐8②✿∫ 1
0
tνp‖f ′(t)‖p
Dp(1+δ),k
dt ≤
[∫ 1
0
tνp(1+δ)‖f ′(t)‖p(1+δ)
Dp(1+δ),k
dt
] 1
1+δ
≤ ‖F‖
1
1+δ
Ep(1+δ),s ✭✸✳✸✺✮
)✐♥❝❡ νp(1 + δ) = −1 + p(1 + δ)(1− σ)✳ ❋✐♥❛❧❧②✿∫ 1
0
tνp‖g(t)‖p
Dp,k+1
dt ≤ C3 ·
[∥∥∥∥ 1F 2(k+1)
∥∥∥∥p
L
p 1+δ
′
δ′
+
∥∥∥∥ 1F
∥∥∥∥p
Lp
1+δ
δ
]
· ‖F‖kp
Dq,k
· ‖F‖
1
1+δ
Ep(1+δ),s
✭✸✳✸✻✮
✇❤❡$❡ C3 = C3(p, k, δ, δ
′, ν)✳
❚❤❡ ✜$)8 8❡$♠ ✐) ❞❡❛❧8 ✇✐8❤ ✐♥ ❛ )✐♠✐❧❛$ ✇❛②✳ ❋✐$)8✱ ❜② ▼❡②❡$✬) ✐♥❡6✉❛❧✐8✐❡)✿
‖g(t)‖Dp,k+1 ≤ C4(p, k)
[‖g(t)‖Dp,k + ‖∇g(t)‖Dp,k]
= C4(p, k)
[
‖g(t)‖
Dp,k
+
∥∥∥∥∇f(t)f(t)2
∥∥∥∥
Dp,k
]
✭✸✳✸✼✮
❲❡ ❝♦♥)✐❞❡$ 8❤❡ 8✇♦ 8❡$♠) ✐♥ 8❤❡ )✉♠ )❡♣❛$❛8❡❧②✳ ❚❤❡ ✜$)8 8❡$♠ ✐) ❞❡❛❧8 ✇✐8❤ ❜②
✉)✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✳✵✳✸✳ ❋♦$ 8❤❡ )❡❝♦♥❞ 8❡$♠ ❍I❧❞❡$✬) ✐♥❡6✉❛❧✐8② ❧❡❛❞) 8♦✿∥∥∥∥∇f(t)f(t)2
∥∥∥∥
Dp,k
≤ C5(p, k) ·
∥∥∥∥ 1f(t)2
∥∥∥∥
D
p 1+δ
δ
,k
· ‖∇f(t)‖Dp(1+δ),k
≤
∥∥∥∥ 1f(t)2
∥∥∥∥
D
p 1+δ
δ
,k
· ‖f(t)‖Dp(1+δ),k+1 ✭✸✳✸✽✮
❛♥❞ ✇❡ ♣$♦❝❡❡❞ ❛) ♣$❡✈✐♦✉)❧② 8♦ ♦❜8❛✐♥✱ ❢♦$ )♦♠❡ C6(p, k, δ, δ
′, ν)✿∫ 1
0
tνp‖g(t)‖p
Dp,k+1
dt ≤ C6 ·
[∥∥∥∥ 1F 2(k+1)
∥∥∥∥p
L
p 1+δ
′
δ′
+
∥∥∥∥ 1F
∥∥∥∥p
Lp
1+δ
δ
]
· ‖F‖kp
Dq,k
· ‖F‖
1
1+δ
Ep(1+δ),s
✭✸✳✸✾✮
❲❡ 8❤❡♥ ✜♥✐)❤ 8❤❡ ♣$♦♦❢ ♦❢ 8❤❡ 8❤❡♦$❡♠ ❜② ♣✉88✐♥❣ 8❤❡ 8❡$♠) 8♦❣❡8❤❡$ ❛♥❞
)❡88✐♥❣ p′ = p(1 + δ)✳
✸✳✷ ■♥%❡❣(❛%✐♦♥ ❜② ♣❛(%/
❋✐$)8 ✇❡ ✐♥8$♦❞✉❝❡ ❛ ❝$✉❝✐❛❧ 6✉❛♥8✐8②✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✸ ✭▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛8$✐①✮✳ ▲❡" F ∈ D∞−,1(RN)✳ ❲❡ ✐♥"'♦❞✉❝❡ "❤❡
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Σij = (∇Fi,∇Fj)H ✭✸✳✹✵✮
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❲❡ ♥♦&❡ &❤❛& &❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛&.✐① ✐0 ❛✳0✳ 0②♠♠❡&.✐❝ ❛♥❞ ♣♦0✐&✐✈❡ ❛0 ❛ ●.❛♠
♠❛&.✐①✳ ❆❧0♦✱ ✐❢ F ∈ D∞−,s(RN) &❤❡♥ Σij ∈ D∞−,s−1(R) ❛♥❞ ❜② ❍<❧❞❡.✬0 &❤❡♦.❡♠✿
‖Σij‖Dp,s−1 ≤ C(p, s) · ‖F‖2ND2Np,s ✭✸✳✹✶✮
❲❡ ❛.❡ ✐♥&❡.❡0&❡❞ ✐♥ &❤❡ ✐♥✈❡.&✐❜✐❧✐&② ♦❢ Σ ❛♥❞ ✐♥ &❤❡ .❡❣✉❧❛.✐&② ♦❢ ✐&0 ♣♦&❡♥&✐❛❧
✐♥✈❡.0❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛♥♦&❤❡. 0&❛♥❞❛.❞ ❞❡✜♥✐&✐♦♥✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✹ ✭♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡.❛❝②✮✳ ❚❤❡ #❛♥❞♦♠ ✈❛#✐❛❜❧❡ F ∈ D∞−,1(RN) ✐-
♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡#❛0❡ ✐❢✿
1
detΣ
∈ L∞− ✭✸✳✹✷✮
■❢ ❛ .❛♥❞♦♠ ✈❛.✐❛❜❧❡ ✐0 ♥♦♥✲♥❡❣❡♥❡.❛&❡ &❤❡♥ ✐&0 ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛&.✐① Σ ✐0 ✐♥✈❡.&✲
✐❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦❢&❡♥ ♥♦&❡ γ ❢♦. &❤✐0 ✐♥✈❡.0❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐0 ❛ 0&.❛✐❣❤&❢♦.✇❛.❞
❝♦♥0❡K✉❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡♦.❡♠ ✸✳✶✳✵✳✶✵ ❛♥❞ ❍<❧❞❡.✬0 ✐♥❡K✉❛❧✐&② ❜✉& ✇✐❧❧ ❜❡ ❝.✉❝✐❛❧ &♦ ♦✉.
♣✉.♣♦0❡✿
,-♦♣♦/✐%✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✸✳ ❲❡ ❝♦♥-✐❞❡# ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡#❛0❡ F ∈ D∞−,s(RN) ❢♦# -♦♠❡
s > 1 ❛♥❞ Σ ✐0- ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛0#✐①✳ ❚❤❡♥ ❢♦# ❛♥② 1 ≤ s′ < s✱
1
detΣ
∈ D∞−,s′−1(R) ✭✸✳✹✸✮
❆❧-♦✱ ❢♦# ❛❧❧ p′ > p 0❤❡#❡ ❡①✐-0- q > 1 ❛♥❞ α > 0 -✉❝❤ 0❤❛0 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡-0✐♠❛0❡
❤♦❧❞-✿ ∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
Dp,s′−1
≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥p
Lp
′
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥p
Lp
′
]
· ‖F‖α
Dq,s
✭✸✳✹✹✮
✇❤❡#❡ k = [s] ❛♥❞ C ✐- ❛ ✉♥✐✈❡#-❛❧ ❝♦♥-0❛♥0 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ p, p′, s, s′, q✳
>#♦♦❢✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ &❤❡♦.❡♠ ✸✳✶✳✵✳✶✵ ②✐❡❧❞0✿∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
Dp,s′−1
≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥p
Lp
′
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥p
Lp
′
]
· ‖detΣ‖kp+
p
p′
Dq,s−1
✭✸✳✹✺✮
❚❤❡♥ 0✐♥❝❡ detΣ ✐0 ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ &❤❡ ∇Fi ✇❡ ✜♥✐0❤ &❤❡ ♣.♦♦❢ ✇✐&❤ ❍<❧❞❡.✬0
✐♥❡K✉❛❧✐&②✳
❘❡♠❛-❦ ✸✳✷✳✵✳✸✳ ❆ -✐♠✐❧❛# #❡-✉❧0 ❤♦❧❞- ❢♦# #❡❛❧ ✐♥0❡#♣♦❧❛0✐♦♥ -♣❛❝❡-✳
❲❡ ♥♦✇ .❡❝❛❧❧ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛00✐❝❛❧ .❡0✉❧&✿
✸✳✷✳ ■◆❚❊●❘❆❚■❖◆ ❇❨ -❆❘❚❙ ✻✸
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✶ ✭■♥%❡❣(❛%✐♦♥ ❜② ♣❛(%/ ♦♥ %❤❡ ❲✐❡♥❡( /♣❛❝❡✮✳ ❈♦♥#✐❞❡' (❤❡
'❛♥❞♦♠ ✈❛'✐❛❜❧❡# F ∈ D∞−,2(RN) ❛♥❞ G ∈ D∞−,1(RN)✳ ❙✉♣♣♦#❡ (❤❛( F ✐# ♥♦♥✲
❞❡❣❡♥❡'❛(❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦' ❛♥② i = 1, . . . , N (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 9✉❛♥(✐(② ✐# ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✿
li(G,F ) = δ
(
G ·
N∑
j=1
γij∇Fj
)
✭✸✳✹✻✮
❛♥❞ ✐❢ φ ∈ C1(RN) (❤❡♥✿
E[(∂iφ) ◦ F ·G] = E[φ ◦ F · li(G,F )] ✭✸✳✹✼✮
<'♦♦❢✳ ❋✐(/% ✇❡ ♣(♦✈❡ %❤❛% li(G,F ) ✐/ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ L
p
✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♥♦%✐♥❣ C ❢♦( ❛
❣❡♥❡(✐❝ ❝♦♥/%❛♥%✿
‖li(G,F )‖Lp ≤
∥∥∥∥∥G ·
N∑
i=1
γij∇Fj
∥∥∥∥∥
Dp,1
≤ C · ‖G‖Dq,1 ·
∥∥∥∥∥
N∑
i=1
γij∇Fj
∥∥∥∥∥
Dr,1
✭✸✳✹✽✮
❚❤❡♥ ✇❡ ✉/❡ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛%✿
γ =
1
detΣ
t (comatΣ) ✭✸✳✹✾✮
%❤❡(❡❢♦(❡ ❜② ❍E❧❞❡(✬/ ✐♥❡G✉❛❧✐%②✿∥∥∥∥∥
N∑
i=1
γij∇Fj
∥∥∥∥∥
Dr,1
≤ C ·
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
Dr1 ,1
·
∥∥∥∥∥
N∑
i=1
t (comatΣ)ij∇Fj
∥∥∥∥∥
Dr2,1
✭✸✳✺✵✮
◆♦✇ %❤❡ %❡(♠ ✇✐%❤ %❤❡ ❞❡%❡(♠✐♥❛♥% ♠❛② ❜❡ ❝♦♥%(♦❧❧❡❞ ✐♥ /♦♠❡ Dr,2 ❜② ♣(♦♣♦✲
/✐%✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✸✱ ❛♥❞ %❤❡ ♦%❤❡( %❡(♠/ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥%(♦❧❧❡❞ ✐♥ /♦♠❡ Dr,2 ❜❡❝❛✉/❡ %❤❡
t (comatΣ)ij∇Fj ❛(❡ ♠✉❧%✐✈❛(✐❛%❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧/ ✐♥ ∇F ✳
◆♦✇ ✇❡ ♣(♦✈❡ %❤❡ ❛❝%✉❛❧ ✐♥%❡❣(❛%✐♦♥ ❜② ♣❛(%/ ❢♦(♠✉❧❛✳ ❇② %❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧✲
❝✉❧✉/ ❝❤❛✐♥ (✉❧❡✱ φ(F ) ∈ Dp,1 ❛♥❞✿
∇(φ(F )) =
N∑
i=1
(∂iφ)(F ) · ∇Fi ✭✸✳✺✶✮
%❤❡(❢♦(❡✿
(∇(φ(F )),∇Fj)H =
N∑
i=1
(∂iφ)(F ) · σij ✭✸✳✺✷✮
❛♥❞ /✐♥❝❡ γ ✐/ %❤❡ ✐♥✈❡(/❡ ♦❢ %❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛%(✐①✱ ❡❧❡♠❡♥%❛(② ❧✐♥❡❛( ❛❧❣❡❜(❛ ②✐❡❧❞/✿
(∂iφ)(F ) =
N∑
j=1
γij (∇(φ(F )),∇Fj)H ✭✸✳✺✸✮
❚❤❡ (❡/✉❧% ✐/ ✜♥❛❧❧② ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥%❡❣(❛%✐♥❣ ❜② ♣❛(%/✳
✻✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
■# ✐% %#&❛✐❣❤#❢♦&✇❛&❞ ❜✉# ♥♦#❡✇♦&#❤② #❤❛# #❤❡ ♦♣❡&❛#♦&% li ❛&❡ ❧✐♥❡❛& ✐♥ #❤❡ ✜&%#
✈❛&✐❛❜❧❡ ❜✉# ♥♦# ✐♥ #❤❡ %❡❝♦♥❞✳ ❚❤✐% ✐% #❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧#② ✐♥ #❤❡ %#✉❞② ♦❢ #❤❡✐&
&❡❣✉❧❛&✐#②✳ ❙♦♠❡ &❡%✉❧#% ❛&❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢♦& ●&♦%%✲❙♦❜♦❧❡✈ %♣❛❝❡% ✇✐#❤ ❛♥ ✐♥#❡❣❡&
♦&❞❡& ♦❢ ❞❡&✐✈❛❜✐❧✐#②✳ ❍❡&❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ❲❛#❛♥❛❜❡ ✇❡ %#❛#❡ #❤❡ ♠♦&❡
♣&❡❝✐%❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✷ ✭❋&❛❝#✐♦♥❛❧ &❡❣✉❧❛&✐#② ♦❢ #❤❡ ♦♣❡&❛#♦& li✮✳ ❋♦" ❛♥② p > 1 ❛♥❞
s > 0✱ ❢♦" ❛♥② p′ > p ❛♥❞ s′ > s )❤❡"❡ ❡①✐.). q, r > 1✱ θ > 0 ❛♥❞ ❛ ✉♥✐✈❡".❛❧
❝♦♥.)❛♥) ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ )❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛"❛♠❡)❡". .✉❝❤ )❤❛) )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡.)✐♠❛)❡
❤♦❧❞. ❢♦" ❛♥② G ∈ D∞−,s+1 ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡"❛)❡ F ∈ D∞−,s′+2✿
‖li(G,F )‖Dp,s ≤ C · ‖G‖Dp′,s+1 ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥q
Lq
]
· ‖F‖θ
Dr,s′+2
✭✸✳✺✹✮
✇❤❡"❡ k = [s]✳
❘❡♠❛$❦ ✸✳✷✳✵✳✹✳ ■♥ )❤❡ ❝❛.❡ ✇❤❡"❡ s ✐. ❛♥ ✐♥)❡❣❡"✱ )❤❡ ✉.✉❛❧✱ .✐♠♣❧❡" "❡.✉❧) ❧❡).
♦♥❡ )❛❦❡ s ✐♥.)❡❛❞ ♦❢ s′ ✐♥ )❤❡ ♠❛❥♦"✐③❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❛❜♦✈❡ )②♣❡✳
?"♦♦❢✳ ❯%❡ #❤❡ ❡①❛❝# %❛♠❡ #❡❝❤♥✐K✉❡ #❤❛♥ #♦ ♣&♦✈❡ #❤❡ ❡①✐%#❡♥❝❡ ♦❢ li(G,F ) ✐♥ #❤❡
♣&❡✈✐♦✉% #❤❡♦&❡♠✱ ♦♥❧② ✇✐#❤ ❤✐❣❤❡& ♦&❞❡& %♣❛❝❡%✳
■♥ #❤❡ %❡K✉❡❧✱ ✐# ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥# #♦ ✉%❡ xi #❤❡ ♦♣❡&❛#♦& ♠❛♣♣✐♥❣ S #♦ ✐#%❡❧❢✱
❞❡✜♥❡❞ ❜② (xif)(x) = xif(x)✳ ❍❡&❡ ✐% ❛ ❝♦♥#✐♥✉✐#② &❡%✉❧# ❛♥❛❧♦❣✉❡ #♦ #❤❡ ♣&❡✈✐♦✉%
♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐% ❧♦♥❣❡& #♦ %#❛#❡ #❤❛♥ #♦ ♣&♦✈❡✿
▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✵✳✹✳ ❋♦" ❛♥② "❛♥❞♦♠ ✈❛"✐❛❜❧❡. F ❛♥❞ G ❛♥❞ ❢♦" ❛♥② ♠❡❛.✉"❛❜❧❡
❢✉♥❝)✐♦♥ f ♦♥❡ ❤❛.✿
E[(xif)(F ) ·G] = E[f(F ) ·mi(G,F )]
✇✐)❤
mi(G,F ) = Fi ·G
❛♥❞ ❢♦" ❛♥② p′ > p > 1 ✐❢ 1/p = 1/p′ + 1/q✿
‖mi(G,F )‖Lp′ ≤ ‖G‖Lq‖F‖Lp′
◆♦✇ ❧❡# ✉% ❝♦♥%✐❞❡& ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❢✉♥❝#✐♦♥❛❧% µj ❢♦& j = 1, . . . ,m %✉❝❤ #❤❛# ❡✈❡&②
µi ✐% ❡✐#❤❡& ♦♥❡ ♦❢ #❤❡ li ♦& ♦♥❡ ♦❢ #❤❡ mi✱ i = 1, . . . , N ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
λ(G,F ) = µm(G, µm−1(G, µm−2(G, . . . , F ) . . . )) ✭✸✳✺✺✮
❢♦& &❡❣✉❧❛& ❡♥♦✉❣❤ G ❛♥❞ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡&❛#❡ F ✳ ❚❤❡♥✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ #❤❡♦&❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✷
❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳✵✳✹ ✇✐#❤ ❛ %#&❛✐❣❤#♦&✇❛&❞ &❡❝✉&&❡♥❝❡ ♦♥❡ ♦❜#❛✐♥%✿
✸✳✷✳ ■◆❚❊●❘❆❚■❖◆ ❇❨ -❆❘❚❙ ✻✺
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✹✳ ▲❡" p′ > p > 1 ❛♥❞ s′ > s > 0✳ ❙✉♣♣♦+❡ "❤❛" λ ✐+ ❛+
❛❜♦✈❡✱ ✇✐"❤ ❛" ♠♦+" n ♦❢ "❤❡ µj ❜❡✐♥❣ ❛♥ li✳❚❤❡♥ "❤❡6❡ ❡①✐+"+ q, r > 1✱ θ > 0 ❛♥❞ ❛
✉♥✐✈❡6+❛❧ ❝♦♥+"❛♥" C +✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡+"✐♠❛"❡ ❤♦❧❞+ ❢♦6 ❛♥② 6❡❣✉❧❛6 ❡♥♦✉❣❤
F,G✱ F ❜❡✐♥❣ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡6❛"❡✿
‖λ(G,F )‖Dp,s ≤ C · ‖G‖Dp′,s+m ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥q
Lq
]m
· ‖F‖θ
Dr,s′+m+1
✭✸✳✺✻✮
✇❤❡6❡ k = [s] ❛♥❞ σ ✐+ "❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛"6✐① ♦❢ F ✳
❲❡ ♥♦✇ +,❛,❡ ❛ ✜/+, /❡+✉❧, /❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ✐♥,❡/♣♦❧❛,✐♦♥ ♦❢ ●/♦++✲❙♦❜♦❧❡✈ +♣❛❝❡+
❛♥❞ ,❤❡ +♣❛❝❡+ ✐♥,/♦❞✉❝❡❞ ✐♥ +❡❝,✐♦♥ ✷✿
▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✵✳✺✳ ❙✉♣♣♦+❡ "❤❛" F ∈ D∞−,1 ❤❛+ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥+✐"② pF ✳ ❚❤❡♥ ❢♦6
❡✈❡6② 0 ≤ ρ < ρ′ ≤ 1 ❛♥❞ 1 < p < p′ < ∞ "❤❡6❡ ❡①✐+"+ ❛ ✉♥✐✈❡6+❛❧ ❝♦♥+"❛♥"
C(ρ, ρ′, p, p′) +✉❝❤ "❤❛" ❢♦6 ❛♥② φ ∈ S "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡+"✐♠❛"❡ ❤♦❧❞+✿
‖φ ◦ F‖Dp,ρ ≤ C · ‖pF‖∞ · (1 + ‖∇F‖Lq) · ‖φ‖Sp′,ρ′ ✭✸✳✺✼✮
=6♦♦❢✳ ❋✐/+, ✇❡ ♥♦,❡ ,❤❛,✿
‖φ ◦ F‖Lp ≤ ‖pF‖∞ · ‖φ‖Lp ✭✸✳✺✽✮
❛♥❞ ❢♦/ q +✉❝❤ ,❤❛, 1/p′+1/q = 1/p✱ ❜② ▼❡②❡/✬+ ✐♥❡F✉❛❧✐,✐❡+ ❛♥❞ ❍H❧❞❡/✬+ ,❤❡♦/❡♠✿
‖φ ◦ F‖Dp,1 ≤ c(p) ·
[
‖φ ◦ F‖Lp +
N∑
i=1
‖∂iφ ◦ F · ∇Fi‖Lp
]
≤ c(p) ·
[
‖φ ◦ F‖Lp +
N∑
i=1
‖∂iφ ◦ F‖Lp′ · ‖∇F‖Lq
]
≤ c(p) · [‖pF‖∞ · ‖φ‖Lp + ‖pF‖∞ · ‖∇φ‖Lp′ · ‖∇F‖Lq ]
≤ c(p)‖pF‖∞(1 + ‖∇F‖Lq) · |φ|Sp,1 ✭✸✳✺✾✮
❋♦/ ,❤❡ ❧❛+, ✐♥❡F✉❛❧✐,② ✇❡ ✉+❡❞ ,❤❡♦/❡♠ ✷✳✷✳✷✳✶✳ ❲❡ +❡❡ ,❤❛, ✇❡ ❤❛✈❡ ♣/♦✈❡❞ ♦✉/
/❡+✉❧, ❢♦/ ,❤❡ ❝❛+❡+ ρ = 0 ♦/ ρ′ = 1✳ ❲❡ ♥♦✇ +✉♣♣♦+❡ 0 < ρ < ρ′ < 1✳ ❲❡ ♠❛②
,❤❡♥ ❝❤♦♦+❡ p < p1 < p
′
❛♥❞ ρ < ρ1 < ρ2 < ρ
′
+✉❝❤ ,❤❛,✿
1− ρ2 − 1
p′
= 1− ρ1 − 1
p1
❚❤❡♥ ❜② /❡❛❧ ✐♥,❡/♣♦❧❛,✐♦♥ ♦♥❡ ♦❜,❛✐♥+✿
‖φ ◦ F‖Ep1,ρ1 ≤ c(p)‖pF‖∞(1 + ‖∇F‖Lq) · ‖φ‖Tp1,ρ1 ✭✸✳✻✵✮
❚❤❡ ♣/♦♦❢ ✐+ ,❤❡♥ ✜♥✐+❤❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ,❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇✐,❤ ,❤❡♦/❡♠+ ✸✳✶✳✵✳✾ ❛♥❞
✷✳✷✳✷✳✹✳
✻✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
❲❡ ♥♦✇ ♣'♦✈❡ ❛ '❡*✉❧- ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❡- ✉* ❧✐❢- ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡'❛-❡ '❛♥❞♦♠ ✈❛'✐❛❜❧❡*
❜② -❡♠♣❡'❡❞ ❞✐*-'✐❜✉-✐♦♥* ✇✐-❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐-✐♦♥*✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✸✳ ▲❡" F ∈ D∞−,1+δ ❢♦% &♦♠❡ δ > 0 ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡%❛"❡ RN ✲
✈❛❧✉❡❞ %❛♥❞♦♠ ✈❛%✐❛❜❧❡ ❛❞♠✐""✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥&✐"②✳ ❚❤❡♥ ❢♦% ❡✈❡%② δ′ < δ ❛♥❞
1 < p < p′ < ∞ "❤❡%❡ ❡①✐&"& ❛ ✉♥✐✈❡%&❛❧ ❝♦♥&"❛♥" C ❛♥❞ &♦♠❡ q, r > 1 ❛♥❞ θ > 0
&✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡&"✐♠❛"❡ ❤♦❧❞& ❢♦% ❡✈❡%② φ ∈ S(RN)✿
‖φ◦F‖Dp,−δ ≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥q
Lq
]2m
· ‖F‖θ
Dr,1+δ′
· ‖pF‖∞ · ‖φ‖Sp′,−δ′
✭✸✳✻✶✮
❍❡♥❝❡ ❢♦% ❛♥② T ∈ Sp′,−δ′✱ T ◦ F ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Dp,−δ ❛♥❞ "❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡&"✐♠❛"❡
&"✐❧❧ ❤♦❧❞&✳
=%♦♦❢✳ ❲❡ *-✐❧❧ ♥♦-❡ Σ ❢♦' -❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛-'✐① ♦❢ F ✳ ❆❧*♦✱ ✇❡ ♥♦-❡ k ❛♥❞ σ ❢♦'
[δ] ❛♥❞ {δ} '❡*♣❡❝-✐✈❡❧②✳ ■❢ δ ✐* ❛♥ ✐♥-❡❣❡'✱ -❤❡ '❡*✉❧- ✐* ❝❧❛**✐❝❛❧✱ *♦ ✇❡ ♦♥❧② ♣'♦✈❡
-❤❡ ❝❛*❡ ✇❤❡'❡ σ 6= 0✳ ■♥ -❤✐* ❝❛*❡ δ′ ♠❛② ❜❡ ❝❤♦*❡♥ *✉❝❤ -❤❛- [δ′] = k✳ ■❢ k ✐* ♦❞❞✱
✇❡ ✇'✐-❡ k = 2l − 1 ❛♥❞ φ = KlK−lφ✳ ❲❡ -❤❡♥ ❡①♣❛♥❞ Kl✿
Kl =
∑
Ai1 ◦ · · · ◦ Ai2m
✇❤❡'❡✱ ❢♦' ❡❛❝❤ -❡'♠ ✐♥ -❤❡ *✉♠✱ m ≤ l ❛♥❞ ❡❛❝❤ Aij ✐* ❡✐-❤❡' ❛ ♣❛'-✐❛❧ ❞❡'✐✈❛-✐✈❡
∂k ♦' ❛ ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥ ❜② ❛ ❝♦♦'❞✐♥❛-❡ xk✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♦❢ ♣'♦♣♦*✐-✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✹ -♦
❛ '❡❣✉❧❛' ❡♥♦✉❣❤ ψ ❧❡❛❞* -♦✿
E[(Ai1 ◦ · · · ◦ Ai2mψ) ◦ F ·G] = E[ψ ◦ Fλ(G,F )] ✭✸✳✻✷✮
❢♦' *♦♠❡ λ ❛* ✐♥ ♣'♦♣♦*✐-✐♦♥ ✸✳✷✳✵✳✹✱ ❛♥❞ ✐❢ 1/π + 1/p = 1 ❛♥❞ 1 < π′ < π -❤❡♥ ❢♦'
*♦♠❡ q, r, θ ♦♥❡ ❤❛*✿
‖λ(G,F )‖
Dπ′,δ′−k−1
≤ C · ‖G‖Dπ,δ ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥q
Lq
]2m
· ‖F‖θ
Dr,1+δ′
✭✸✳✻✸✮
◆♦✇ ✇❡ '❡❝❛❧❧ -❤❛-✿
‖(Ai1 ◦ · · · ◦ Ai2mφ) ◦ F‖Dp,−δ = sup
{
E[(Ai1 ◦ · · · ◦ Ai2mφ) ◦ F ·G], ‖G‖Dπ,δ ≤ 1
}
= sup
{
E[ψ ◦ F · λ(G,F )], ‖G‖Dπ,δ ≤ 1
}
✭✸✳✻✹✮
*♦ ❜② -❛❦✐♥❣ ❧✐♥❡❛' ❝♦♠❜✐♥❛-✐♦♥* ❛♥❞ '❡♣❧❛❝✐♥❣ ψ ❜② K−lφ ✇❡ ♦❜-❛✐♥✿
‖φ◦F‖Dp,−δ ≤ C
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥q
Lq
]2m
‖F‖θ
Dr,1+δ′
‖(K−lφ)◦F‖Dp′,k+1−δ′
✭✸✳✻✺✮
✸✳✷✳ ■◆❚❊●❘❆❚■❖◆ ❇❨ -❆❘❚❙ ✻✼
❛♥❞ %✐♥❝❡ 0 < k + 1 − δ′ < 1 ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳✵✳✺ ❛♣♣❧✐❡% 1♦ 1❤❡ ❧❛%1 ❢❛❝1♦5 ♦❢ 1❤❡ 5✐❣❤1
❤❛♥❞ %✐❞❡ %♦ 1❤❡ ♣5♦♦❢ ✐% ✜♥✐%❤❡❞ ✐♥ 1❤✐% ❝❛%❡ %✐♥❝❡ 1❤❡ ‖∇F‖Lq 1❡5♠ ♠❛② ❜❡
✧✐♥❝❧✉❞❡❞✧ ✐♥ 1❤❡ ‖F‖θ
Dr,1+δ′
1❡5♠ ❜② ▼❡②❡5✬% ✐♥❡>✉❛❧✐1✐❡%✳
■❢ k ✐% ❡✈❡♥✱ ❧❡1 ✉% ✇5✐1❡ k = 2l✳ ❆% ✐♥ 1❤❡ ♣5❡✈✐♦✉% ❝❛%❡✱ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ Kl+1 %♦
✇❡ ♠❛② ✇5✐1❡ Id = Kl+1K−(l+1) ❛% ❛ ❧✐♥❡❛5 ❝♦♠❜✐♥❛1✐♦♥ ♦❢ ❢❛❝1♦5% ♦❢ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
1②♣❡✿
Ai1 ◦ · · · ◦ Ai2m+2 ◦ K−(l+1) = Ai1 ◦ · · · ◦ Ai2m+1 ◦ K−(l+1) ◦ A2m+2
+ Ai1 ◦ · · · ◦ Ai2m+1 ◦ [K−(l+1), A2m+2] ✭✸✳✻✻✮
✇❤❡5❡ [, ] ✐% 1❤❡ ❝♦♠♠✉1❛1♦5 ♦❢ 1✇♦ ❧✐♥❡❛5 ♦♣❡5❛1♦5%✳ ❲❡ ♠❛② 1❤❡♥ ♣5♦❝❡❡❞ ❡①❛❝1❧②
❛% ✐♥ 1❤❡ ♦❞❞ ❝❛%❡✱ ♥♦1✐♥❣ 1❤❛1 1❤❡ ♦♣❡5❛1♦5% K−(l+1) ◦ A ❛♥❞ [K−(l+1), A] ♠❛♣ Lp
1♦ ✐1%❡❧❢ ✇❤❡♥ A ✐% ❛ ♣❛51✐❛❧ ❞❡5✐✈❛1✐✈❡ ♦5 ❛ ♠✉❧1✐♣❧✐❝❛1✐♦♥ ❜② ❛ ❝♦♦5❞✐♥❛1❡✱ %❡❡ ❬✼✵❪
♦5 ❬✼✶❪✳
■♥ ♦5❞❡5 1♦ %✐♠♣❧✐❢② 1❤❡ ❛❜♦✈❡ 1❤❡♦5❡♠✱ ✇❡ 5❡❝❛❧❧ 1❤❛1 5❡❣✉❧❛5 ❡♥♦✉❣❤ 5❛♥❞♦♠
✈❛5✐❛❜❧❡% ❛❧✇❛②% ❛❞♠✐1 ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✭❛♥❞ ❡✈❡♥ ❝♦♥1✐♥✉♦✉%✮ ❞❡♥%✐1②✳ ❲❡ ❝♦♣② 1❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 5❡%✉❧1 ❢5♦♠ ❬✻✻❪✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✹✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& p > N ❛♥❞ &❤❛& F ∈ D8Np,2 ✐$ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡.❛&❡✳
❚❤❡♥ F ❛❞♠✐&$ ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉$ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥$✐&② pf ❛♥❞✿
‖pF‖∞ ≤ C · ‖∇F‖D8Np,1 ·
∥∥∥∥ 1Σ
∥∥∥∥2N
L4p
✭✸✳✻✼✮
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ 1❤❡%❡ 1✇♦ 1❤❡♦5❡♠% ✇❡ ♦❜1❛✐♥✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺✳ ▲❡& F ∈ D∞−,1+δ ❢♦" #♦♠❡ δ > 1 ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡"❛,❡ RN ✲
✈❛❧✉❡❞ "❛♥❞♦♠ ✈❛"✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦" ❡✈❡"② δ′ < δ ❛♥❞ 1 < p < p′ <∞ ,❤❡"❡ ❡①✐#,# ❛
✉♥✐✈❡"#❛❧ ❝♦♥#,❛♥, C ❛♥❞ #♦♠❡ q, r > 1 ❛♥❞ θ > 0 #✉❝❤ ,❤❛, ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡#,✐♠❛,❡
❤♦❧❞# ❢♦" ❡✈❡"② φ ∈ S(RN)✿
‖φ◦F‖Dp,−δ ≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥
q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
q
Lq
]2m
· ‖F‖θ
Dr,1+δ′
· ‖φ‖Sp′,−δ′ ✭✸✳✻✽✮
❍❡♥❝❡ ❢♦" ❛♥② T ∈ Sp′,−δ′✱ T ◦ F ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Dp,−δ ❛♥❞ ,❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡#,✐♠❛,❡
#,✐❧❧ ❤♦❧❞#✳
❘❡♠❛$❦ ✸✳✷✳✵✳✺✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ,❤❡"❡ ❛"❡ #✐♠✐❧❛" "❡#✉❧,# ❢♦" ,❤❡ #♣❛❝❡# E ❛♥❞ T ✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ .❤✐1 1❡❝.✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥♦.❤❡7 7❡1✉❧. ❢♦7 .❤❡ ❡①✐1.❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥1✐.✐❡1✳
❚❤✐1 ✐1 ♠♦7❡ ♣7❡❝✐1❡ .❤❛. .❤❡♦7❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✹ ❜✉. ✐. ♦♥❧② ✇♦7❦1 ✐♥ ❞✐♠❡♥1✐♦♥ ✶ ❛1 ♦❢
♥♦✇✳
❲❡ 1.❛7. ✇✐.❤ ❛ ❧❡♠♠❛ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛ 1❧✐❣❤.❧② ♠♦7❡ ❣❡♥❡7❛❧ ✈❡71✐♦♥ ♦❢ ❛ 7❡1✉❧. ✐♥
❬✹❪✿
✻✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✵✳✻✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& X ∈ D∞−,1(R) ❤❛$ ❛ ❝✉♠✉❧❛&✐✈❡ ❞✐$&/✐❜✉&✐♦♥ ❢✉♥❝✲
&✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐$ γ✲❍6❧❞❡/✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦/ ❛♥② x✱ ❢♦/ ❛♥② p > 1 ❛♥❞ ❢♦/ ❛♥② α < γ
p
✿
1X>x ∈ Dp,α ✭✸✳✻✾✮
❛♥❞✱ ❢♦/ $♦♠❡ r ❛♥❞ ❛ ❝♦♥$&❛♥& C(p, α) > 0✱ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡=✉❛❧✐&② &❤❡♥ ❤♦❧❞$✿
‖1X>x‖Dp,α ≤ C(p, α) (1 + ‖∇X‖Lr) ‖FX‖Λγ ✭✸✳✼✵✮
>/♦♦❢✳ ❇❡✐♥❣ ✐♥.♣✐0❡❞ ❜② ❬✹❪ ✇❡ ✉.❡ 9❤❡ ❑ ✐♥9❡0♣♦❧❛9✐♦♥ ♠❡9❤♦❞ ❛♥❞ ✇❡ ✇0✐9❡✿
H = Hǫ +H −Hǫ ✭✸✳✼✶✮
✇❤❡0❡ H ✐. 9❤❡ ❍❡❛✈✐.✐❞❡ ❢✉♥❝9✐♦♥ ❛♥❞ Hǫ ✐. 9❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐.❡ ❧✐♥❡❛0 ❢✉♥❝9✐♦♥ ✇✐9❤
✈❛❧✉❡. 0 ♦♥ ] − ∞,−ǫ] ❛♥❞ 1 ♦♥ [0,∞[✳ ❲❡ ♥♦9❡ 9❤❛9 Hǫ ✐. 1/ǫ✲▲✐♣.❝❤✐9③✱ .♦
Hǫ(X − x) ∈ Dp,1 ❛♥❞ ✇❡ ❛♣♣❧② 9❤❡ ❑✲♠❡9❤♦❞ 9♦ 9❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦.✐9✐♦♥✿
1X>x = Hǫ(X − x) + 1X>x −Hǫ(X − x) ✭✸✳✼✷✮
❋✐0.9✱ ❜② 9❤❡ ❝❤❛✐♥ 0✉❧❡ ❛♥❞ ❍M❧❞❡0✬. ✐♥❡O✉❛❧✐9② ♦♥❡ ❤❛.✱ ❢♦0 ❛♥② q > 1✿
‖∇Hǫ(X − x)‖Lp ≤ ǫ−1‖∇X‖
L
pq
q−1
‖1x−ǫ<X<x‖Lpq
≤ ǫ−1‖∇X‖
L
pq
q−1
[P (X < x)− P (X < x− ǫ)] 1pq
≤ ‖FX‖Λγ‖∇X‖
L
pq
q−1
ǫ−1+
γ
pq
✭✸✳✼✸✮
❛♥❞ .✐♠✐❧❛0❧②✿
‖1X>x −Hǫ(X − x)‖Lp = P (x− ǫ < X < x)
1
p ≤ ‖FX‖Λγǫ
γ
p
✭✸✳✼✹✮
.♦ ♦✈❡0❛❧❧✿
Kǫ ≤ ǫ‖Hǫ(X − x)‖Dp,1 + ‖1X>x −Hǫ(X − x)‖Lp ≤ ‖FX‖Λγǫ
γ
pq
✭✸✳✼✺✮
✇❤❡0❡ Kǫ = K(ǫ, 1X>x ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 9❤❡ ♥♦9❛9✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❡♥❞✐① ❉ ❢♦0 9❤❡ ❑ ♠❡9❤♦❞ ♦❢
✐♥9❡0♣♦❧❛9✐♦♥ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✿
‖1X>x‖pDp,α =
∫ 1
0
[
ǫ−αKǫ
]p dǫ
ǫ
≤ C
∫ 1
0
ǫ−αp−1+
γ
q dǫ ✭✸✳✼✻✮
❛♥❞ ❝❧❡❛0❧② 9❤✐. ❧❛.9 ✐♥9❡❣0❛❧ ❝♦♥✈❡0❣❡. ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ α < γ
pq
✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❡ ♠❛② ❝❤♦♦.❡
q ❛0❜✐90❛0✐❧② ❝❧♦.❡ 9♦ 1 9❤❡ ♣0♦♦❢ ✐. ❝♦♠♣❧❡9❡✳
❖✉0 ❧❡♠♠❛ ♥♦✇ ❛❧❧♦✇. ✉. 9♦ ♣0♦✈❡ 9❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✸✳✸✳ ❙❖▼❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ❋❖❘ ❚❍❊ S∞,S ❙,❆❈❊❙ ✻✾
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✻✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& X ∈ D∞−,2− γ
p
+ǫ ✐$ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡.❛&❡ ✇✐&❤ ❛ γ✲
❍1❧❞❡. ❝✉♠✉❧❛&✐✈❡ ❞✐$&.✐❜✉&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥✳ ❚❤❡♥ X ❤❛$ ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉$ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞
❞❡♥$✐&② ❣✐✈❡♥ ❜② &❤❡ ❢♦.♠✉❧❛✿
pX(x) = E
[(
∇1X>x, ∇X|∇X|2
)
H
]
= E
[
1X>xδ
( ∇X
|∇X|2
)]
✭✸✳✼✼✮
<.♦♦❢✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥-✐-② ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ -✇♦ ❡①♣❡❝-❛-✐♦♥6 ✐6 ❥✉6- ❛♥ ✐♥-❡❣:❛-✐♦♥ ❜② ♣❛:-6✳
❲❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ -♦ ♣:♦✈❡ -❤❛- -❤❡6❡ >✉❛♥-✐-✐❡6 ❛:❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❋✐:6-✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧②
❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳✵✳✻ -♦ 6❡❡ -❤❛-
∇1X>x ∈ Dp,−(1−α) ✭✸✳✼✽✮
❢♦: ❛♥② α < γ
p
✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜② ❍I❧❞❡:✬6 ✐♥❡>✉❛❧✐-② ❛♥❞ -❤❡♦:❡♠ ✸✳✶✳✵✳✶✵ ✇❡ 6❡❡ -❤❛-
∇X
|∇X|2 ∈ Dp∗,1− γp+ ǫ2 ✭✸✳✼✾✮
6♦ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ❛ ✈❡:6✐♦♥ ♦❢ ❍I❧❞❡:✬6 ✐♥❡>✉❛❧✐-② ♣:♦✈❡6 -❤❛- -❤❡ ✜:6- ❡①♣❡❝-❛-✐♦♥ ✐6
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ 6❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐6 ❞❡❛❧- ✇✐-❤ ✐♥ ❛ 6✐♠✐❧❛: ✇❛② ❛♥❞ ❛❧❧♦✇6 ♦♥❡ -♦ 6❡❡
-❤❛- -❤❡ ❞❡♥6✐-② ✐6 ❝♦♥-✐♥✉♦✉6 ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✳
❘❡♠❛$❦ ✸✳✷✳✵✳✻✳ ■❢ γ > 1 &❤❡♥ &❤❡ .❛♥❞♦♠ ✈❛.✐❛❜❧❡ X ❤❛$ ❛ ❞✐$&.✐❜✉&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥
✐♥ C1b ✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ &❤❛& ✐& ❤❛$ ❛ ❝♦♥&✐♥✉♦✉$ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥$✐&② ✇✐&❤♦✉& ❛♥②
❤②♣♦&❤❡$✐$ ♦♥ &❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ .❡❣✉❧❛.✐&② ♦❢ X✳ ❈♦♥✈❡.$❡❧②✱ ✐❢ γ = 0✱ ✐& ✐$ ❜❡&&❡. &♦
✉$❡ &❤❡♦.❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✹✳
✸✳✸ ❙♦♠❡ &❡'✉❧*' ❢♦& *❤❡ S∞,s '♣❛❝❡'
❚❤❡ :❡6✉❧-6 ✐♥ -❤❡ ♣:❡✈✐♦✉6 6❡❝-✐♦♥ ✇❡:❡ ♦♥❧② ❢♦: 1 < p < ∞✳ ❍❡:❡ ✇❡ ♣:♦✈✐❞❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ :❡6✉❧-6 ❢♦: p =∞✳ ❲❡ 6-❛:- ✇✐-❤ ❛ :❡6✉❧- 6✐♠✐❧❛: -♦ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳✵✳✺✿
▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✵✳✼✳ ❚❛❦❡ F ∈ D∞−,1✳ ❚❤❡♥ ❢♦. 0 < ρ < 1 ❛♥❞ ǫ > 0 &❤❡.❡ ❡①✐$&$ ❛
✉♥✐✈❡.$❛❧ ❝♦♥$&❛♥& C(ρ, p, ǫ) $✉❝❤ &❤❛& ❢♦. ❛♥② φ ∈ S∞,ρ+ 1
p
+ǫ✱ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡$&✐♠❛&❡
❤♦❧❞$✿
‖φ(F )‖Dp,ρ ≤ C (1 + ‖∇F‖Lp) ‖f‖S∞,ρ+1p+ǫ ✭✸✳✽✵✮
❇❡❢♦:❡ ✇❡ ♣:♦✈❡ -❤✐6 :❡6✉❧-6 ❧❡- ✉6 ♠❛❦❡ ❛ ❢❡✇ ❝♦♠♠❡♥-6✳ ❋✐:6-✱ -❤✐6 ✐6 ❡❛6✐❡: -♦
❛♣♣❧② -❤❛♥ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳✵✳✺ ❜❡❝❛✉6❡ -❤❡ :❛♥❞♦♠ ✈❛:✐❛❜❧❡ F ✐6 ♥♦- :❡>✉✐:❡❞ -♦ ❤❛✈❡
❛ ❞❡♥6✐-② ❛ ♣:✐♦:✐✳ ❍♦✇❡✈❡:✱ -❤✐6 ✐6 ✐♥-❡:❡6-✐♥❣ ♦♥❧② ✐❢ ρ + 1/p < 1✿ ♦-❤❡:✇✐6❡ φ ✐6
▲✐♣6❝❤✐-③ ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② ❥✉6- ❛♣♣❧② -❤❡ ✉6✉❛❧ ❝❤❛✐♥ :✉❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ 6✐♥❝❡ ♦♥❡ ♠❛② -❛❦❡
p ❛6 ❜✐❣ ❛6 ♦♥❡ ✇❛♥-6 ♦♥ -❤❡ ❘❍❙ ❛♥❞ 6✐♥❝❡ -❤❡ ‖ · ‖Dp,k ✐♥❝:❡❛6❡ ✐♥ p✱ ♦♥❡ ❣❡-6 -❤❡
♦❜✈✐♦✉6✿
✼✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
❈♦"♦❧❧❛"② ✸✳✸✳✵✳✸✳ ❚❛❦❡ F ∈ D∞−,1✳ ❚❤❡♥ ❢♦) 0 < ρ < 1 ❛♥❞ ǫ > 0 +❤❡)❡ ❡①✐.+.
.♦♠❡ q(ǫ) > p ❛♥❞ ❛ ✉♥✐✈❡).❛❧ ❝♦♥.+❛♥+ C(ρ, ǫ) .✉❝❤ +❤❛+ ❢♦) ❛♥② φ ∈ S∞,ρ+ǫ✱ +❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡.+✐♠❛+❡ ❤♦❧❞.✿
‖φ(F )‖Dp,ρ ≤ C (1 + ‖∇F‖Lq(ǫ)) ‖f‖S∞,ρ+ǫ ✭✸✳✽✶✮
◆♦✇ ✇❡ ,✉.♥ ,♦ ,❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ ,❤❡ ❧❡♠♠❛✿
9)♦♦❢✳ ❋✐.9, ❧❡, ψ ❜❡ ❛♥② 9♠♦♦,❤ ❢✉♥❝,✐♦♥✳ ❚❤❡♥✿
‖ψ(F )‖Lp ≤ ‖ψ‖∞ ✭✸✳✽✷✮
❛♥❞
‖ψ(F )‖Dp,1 ≤ C [‖ψ‖∞ + ‖∇F‖Lp‖ψ‖C1 ] ≤ C (1 + ‖∇F‖Lp) ‖ψ‖S∞,1+ǫ ✭✸✳✽✸✮
❜❡❝❛✉9❡ ‖ψ‖C1 ≤ ‖ψ‖Λ1+ǫ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉9❡ ♦❢ ,❤❡♦.❡♠ ✷✳✷✳✸✳✷✳ ◆♦✇ ❧❡, ψ(t) ❜❡ ❛
9♠♦♦,❤ .❡❛❧ ✐♥,❡.♣♦❧❛,✐♦♥ ♣❛,❤ ❢♦. ‖φ‖ ❛♥❞ ❧❡, f(t) = ψ(t)(F )✳ ❚❤❡♥✱ 9❡,,✐♥❣
ν = −1
p
+ 1− ρ✿∫ 1
0
tpν‖f(t)‖Dp,1dt ≤ C [1 + ‖∇F‖Lp ]p
∫ 1
0
t−1+(1−ρ)p‖ψ(t)‖pS∞,1+ǫdt ✭✸✳✽✹✮
❛♥❞ ,❤❡.❡❢♦.❡✿[∫ 1
0
tpν‖f(t)‖Dp,1dt
] 1
p
≤ C [1 + ‖∇F‖Lp ] sup
0≤t≤1
t1−(ρ+
1
p
)‖ψ(t)‖S∞,1+ǫ ✭✸✳✽✺✮
❚❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥,.♦❧
∫ 1
0
tpν‖ d
dt
f(t)‖Lpdt ✐♥ ❛ 9✐♠✐❧❛. ✇❛②✱ ❛♥❞ ❜② ,❛❦✐♥❣ ✐♥✜♠✉♠9
.❡❛❧ ✐♥,❡.♣♦❧❛,✐♦♥ ②✐❡❧❞9✿
‖φ(F )‖Ep,ρ ≤ C [1 + ‖∇F‖Lp ] · ‖φ‖T∞,(1+ǫ)(ρ+1p ) ✭✸✳✽✻✮
❚❤❡♥ ✇❡ ❛.❡ ❞♦♥❡ ❜❡❝❛✉9❡ ,❤✐9 ✐9 ✈❛❧✐❞ ❢♦. ❛♥② ǫ > 0 ❛♥❞ ❜❡❝❛✉9❡ ♦❢ ,❤❡♦.❡♠9
✸✳✶✳✵✳✾ ❛♥❞ ✷✳✷✳✷✳✹✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② 9✐♠♣❧② ❝♦♣②✐♥❣ ,❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ ,❤❡♦.❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✸ ❛♥❞ ✉9✐♥❣ ,❤❡♦.❡♠
✷✳✷✳✸✳✷ ✐♥9,❡❛❞ ♦❢ ,❤❡♦.❡♠ ✷✳✷✳✷✳✶ ♦♥❡ ♦❜,❛✐♥9 ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦"❡♠ ✸✳✸✳✵✳✶✼✳ ▲❡+ F ∈ D∞−,1+δ ❢♦) .♦♠❡ δ > 0 ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡)❛+❡ RN ✲
✈❛❧✉❡❞ )❛♥❞♦♠ ✈❛)✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦) ❡✈❡)② δ′ < δ ❛♥❞ 1 < p < ∞ +❤❡)❡ ❡①✐.+. ❛
✉♥✐✈❡).❛❧ ❝♦♥.+❛♥+ C ❛♥❞ .♦♠❡ q, r > 1 ❛♥❞ θ > 0 .✉❝❤ +❤❛+ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡.+✐♠❛+❡
❤♦❧❞. ❢♦) ❡✈❡)② φ ∈ S(RN)✿
‖φ◦F‖Dp,−δ ≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥
q
Lq
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
q
Lq
]2m
· ‖F‖θ
Dr,1+δ′
· ‖φ‖S∞,−δ′ ✭✸✳✽✼✮
❍❡♥❝❡ ❢♦) ❛♥② T ∈ Sp′,−δ′✱ T ◦ F ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Dp,−δ ❛♥❞ +❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡.+✐♠❛+❡
.+✐❧❧ ❤♦❧❞.✳
✸✳✹✳ ❊❳■❙❚❊◆❈❊ ❆◆❉ ❘❊●❯▲❆❘■❚❨ ❖❋ ❉❊◆❙■❚■❊❙ ✼✶
❚❤❡♥ ❛❣❛✐♥✱ ❤❡*❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦. ♥❡❡❞ .♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛11✉♠♣.✐♦♥ ♦♥ .❤❡ ❡①✐1.❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❞❡♥1✐.② ❢♦* .❤❡ *❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡ X✳
✸✳✹ ❊①✐&'❡♥❝❡ ❛♥❞ -❡❣✉❧❛-✐'② ♦❢ ❞❡♥&✐'✐❡&
❈♦♥1✐❞❡* 1♦♠❡ δ > 0✳ ■♥ .❤✐1 1❡❝.✐♦♥✱ ✇❡ 1✉♣♣♦1❡ .❤❛. X ∈ D∞−,1+δ(RN) ✐1 ❛
♥♦♥❞❡❣❡♥❡*❛.❡ *❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐.1 ❛ ❝♦♥.✐♥✉♦✉1 ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥1✐.②
pX ✳ ❆1 ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛.❡ ❝♦*♦❧❧❛*② ♦❢ .❤❡♦*❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✸✱ ✇❡ 1❡❡ .❤❛. .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛*
❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ✐1 ❝♦♥.✐♥✉♦✉1✿
Sp′,−δ′ → Dp,−δ
T 7→ T ◦X ✭✸✳✽✽✮
❢♦* ❛♥② p′ > p✱ δ′ < δ✳ ◆♦✇ ❧❡. φ ∈ D′p,−δ = Dp∗,δ✳ ❈❧❡❛*❧② .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐1 ❛
❝♦♥.✐♥♦✉1 ❧✐♥❡❛* ❢♦*♠✿
Sp′,−δ′ → R
T 7→ 〈T ◦X,φ〉 ✭✸✳✽✾✮
❚❤❡*❡❢♦*❡ ❜② ❞✉❛❧✐.②✱ .❤❡*❡ ❡①✐1.1 1♦♠❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ pX,φ ∈ S ′p′,−δ′ = S(p′)∗,δ 1✉❝❤ .❤❛.
❢♦* ❛♥② T ∈ Sp′,−δ′ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞1✿
〈T ◦X,φ〉 = 〈T, pX,φ〉 ✭✸✳✾✵✮
❙✐♥❝❡ p′ ❛♥❞ δ′ ♠❛② ❛♣♣*♦❛❝❤ p ❛♥❞ δ ✐♥✜♥✐.❡1✐♠❛❧❧②✱ ❜② ❞❡♥1✐.② ♦♥❡ ❝❤❡❝❦1 .❤❛. pX,φ
❞♦❡1 ♥♦. ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ .❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ .❤❡1❡ ♣❛*❛♠❡.❡*1 ❛♥❞ .❤❛. pX,φ ∈ S(p∗)−,δ− ✳ ❇②
.❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❥❡❝.✐♦♥1✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ .❤❛. pX,φ ∈ C(δ−
N
p∗
)−
✐❢ .❤. ❡①♣♦♥❡♥. ✐1 ♣♦1✐.✐✈❡✳
❆❧1♦✱ 1✐♥❝❡ .❤❡ ❉✐*❛❝ ♠❛11 δx ∈ Sp,− N
p∗
−ǫ ❢♦* ❛♥② x ❛♥❞ ❛♥② ǫ > 0✱ ♦♥❡ 1❡❡1 .❤❛. ✐.
♠❛❦❡1 1❡♥1❡✱ ❛. ❧❡❛1. ❢♦* p 1♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤✱ .♦ .❛❦❡ T = δx ✐♥ .❤❡ ❡①♣*❡11✐♦♥ ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡♥ .❤❡*❡ ❝♦♠❡1 ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐. ❡①♣*❡11✐♦♥ ❢♦* pX,φ✿
pX,φ(x) = 〈δx ◦X,φ〉 ✭✸✳✾✶✮
■♥ .❤❡ ❝❛1❡ ✇❤❡*❡ T ✐1 ❛ ♣*♦♣❡* ❢✉♥❝.✐♦♥✱ ✇❡ ♥♦.❡ .❤❛. ✇❡ ❤❛✈❡ .❤❡ ✐❞❡♥.✐.②✿
E [T (X)φ] =
∫
T (x)pX,φ(x)dx ✭✸✳✾✷✮
■❞❡♥.✐.②✐♥❣ ✇✐.❤ .❤❡ ✉1✉❛❧ ❞❡✜♥✐.✐♦♥1 ❢♦* .❤❡ ❞❡♥1✐.② ❛♥❞ .❤❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥♥❛❧ ❞❡♥1✐.②
♦❢ ❛ *❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡✱ ✇❡ .❤❡♥ ♦❜.❛✐♥✿
pX,1 = pX ✭✸✳✾✸✮
❛♥❞
pX,φ(x) = pX(x) · E [φ|X = x] ✭✸✳✾✹✮
❲❡ 1✉♠ ✉♣ ♦✉* *❡1✉❧.1 ✐♥ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✼✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✹✳✵✳✶✽✳ ▲❡" δ > 0 ❛♥❞ ❧❡" X ∈ D∞−,1+δ(RN) ❜❡ ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡*❛"❡
*❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐"1 ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉1 ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥1✐"② pX ✳ ▲❡" p > 1
❛♥❞ φ ∈ Dp,δ✳ ❚❤❡♥ "❤❡*❡ ❡①✐1"1 ❛ ✉♥✐7✉❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ pX,φ ∈ Sp−,δ− 1✉❝❤ "❤❛" ❢♦* ❛♥②
T ∈ Sp∗,−δ✿
〈T ◦X,φ〉 = 〈T, pX,φ〉 ✭✸✳✾✺✮
❆❧1♦✱ ✐❢ δ > N
p
"❤❡♥ pX,φ ∈ C(δ−
N
p
)−
✳ ❖♥❡ ❤❛1 "❤❡ ❡①♣*❡11✐♦♥✿
pX,φ(x) = pX(x) · E [φ|X = x] = 〈δx ◦X,φ〉 ✭✸✳✾✻✮
■♥ ♣❛*"✐❝✉❧❛*✿
pX(x) = pX,1(x) = 〈δx ◦X, 1〉 ✭✸✳✾✼✮
❛♥❞ ❢♦* ❛❧❧ p > 1 pX ∈ Sp,δ✱ "❤❡*❡❢♦*❡ pX ∈ Cδ−✳
❱❡+② -✐♠✐❧❛+❧②✱ ✇✐4❤♦✉4 ❛--✉♠✐♥❣ ❛ ♣+✐♦+✐ 4❤❛4 X ❤❛- ❛ ❝♦♥4✐♥✉♦✉- ❞❡♥-✐4② ❜②
✉-✐♥❣ 4❤❡♦+❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♣+♦✈❡❞✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✹✳✵✳✶✾✳ ▲❡" δ > 1 ❛♥❞ ❧❡" X ∈ D∞−,1+δ(RN) ❜❡ ❛ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡*❛"❡
*❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡♥ X ❛❞♠✐"1 ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉1 ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥1✐"② pX ❀ ❛❝"✉❛❧❧②
pX ∈ Sp,δ ❢♦* ❛❧❧ p ❛♥❞ pX ∈ Cs−✱ "❤❡*❡❢♦*❡ ❛❧❧ "❤❡ ❝♦♥❝❧✉1✐♦♥1 ♦❢ "❤❡ ♣*❡✈✐♦✉1
"❤❡♦*❡♠ ❤♦❧❞✳
❆❧-♦✱ ✐♥ 4❤❡ ❝❛-❡ ✇❤❡+❡ X,φ ❛+❡ ✐♥ D✱ ✐4 ✐- ♥♦4❡✇♦+4❤② 4❤❛4 pX,φ✱ ❛♥❞ ❡-♣❡❝✐❛❧❧②
pX ✱ ❛+❡ ✐♥ S✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ♠✉❝❤ -4+♦♥❣❡+ 4❤❛♥ ❥✉-4 C∞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐- ❛♥
✐♠♠❡❞✐❛4❡ ❝♦♥-❡F✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡F✉❛4✐♦♥ ✭✸✳✾✹✮ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉-❡❢✉❧ ❧❛4❡+ ♦♥✿
-$♦♣♦/✐1✐♦♥ ✸✳✹✳✵✳✺✳ ❯♥❞❡* "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥1 ♦❢ ❡✐"❤❡* ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ "✇♦ "❤❡♦*❡♠1
❛❜♦✈❡✱ pX ❛♥❞ pX,φ ❤❛✈❡ "❤❡ 1❛♠❡ 1✉♣♣♦*"1✳
✸✳✺ ❚❤❡ ❝❛(❡ ♦❢ +❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞(
■♥ 4❤✐- ♣❛+❛❣+❛♣❤ ✇❡ -4✉❞② 4❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ +❡❣✉❧❛+✐4② ♦❢ +❛♥❞♦♠ ✈❛+✐❛❜❧❡- ♦❢ 4❤❡
4②♣❡✿
f(X) = f(w,X(w)) ✭✸✳✾✽✮
✇❤❡+❡ X ✐- ❛ +❡❣✉❧❛+ ❡♥♦✉❣❤ +❛♥❞♦♠ ✈❛+✐❛❜❧❡ ❛♥❞ f ✐- ❛ +❛♥❞♦♠ ✢♦✇ ♦♥ RN ✐♥ 4❤❡
-❡♥-❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❬✹✵❪✱ ❡♥❥♦②✐♥❣ -♦♠❡ +❡❣✉❧❛+✐4② ❜♦4❤ ♦♥ ✐4- ♣❛4❤- ❛♥❞ ✐♥ 4❤❡ -❡♥-❡
♦❢ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥✳ ■4 ✐- ❝❧❛--✐❝ 4♦ ✐♥4+♦❞✉❝❡ ♥♦+♠- -✉❝❤ ❛-✿
‖f‖Lp(C0b ) =
∥∥∥∥sup
x∈R
|f(x)|
∥∥∥∥
Lp
✭✸✳✾✾✮
♦+✿
‖f‖Lp(Ckb ) =
∥∥∥∥sup
x∈R
|f(x)|+ sup
x∈R
|f (k)(x)|
∥∥∥∥
Lp
✭✸✳✶✵✵✮
✸✳✺✳ ❚❍❊ ❈❆❙❊ ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❋■❊▲❉❙ ✼✸
❆❝❝♦%❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♥♦/❡ Lp(Ckb ) ❢♦% /❤❡ ❝♦%%❡2♣♦♥❞✐♥❣ ❇❛♥❛❝❤ 2♣❛❝❡2✳ ❋♦% 2❤♦%/✱ ✇❡
✇✐❧❧ %❡❢❡% /♦ 2✉❝❤ ✢♦✇2 ❛2 Ckb ✱ L
p
✢♦✇2✱ ♦% ❛2 Lp(Ckb ) ✢♦✇2✳ ❋✉%/❤❡%♠♦%❡✱ /❤❡ C
k
b
❛%❡ 2❡♣❛%❛❜❧❡ ❇❛♥❛❝❤ 2♣❛❝❡2✱ 2♦ ●%♦22✲❙♦❜♦❧❡✈ 2♣❛❝❡2 ♠❛② ❜❡ ❜✉✐❧/ ♦♥ /❤❡♠✱ ❛♥❞
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❡②❡%✬2 ✐♥❡B✉❛❧✐/✐❡2 ✇❡ ✐♥/%♦❞✉❝❡ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦%♠2✿
‖f‖Dp,s(C0b ) =
∥∥∥∥sup
x∈R
|(Id+ L) s2f(x)|
∥∥∥∥
Lp
✭✸✳✶✵✶✮
❛♥❞✿
‖f‖Dp,s(Ckb ) =
∥∥∥∥sup
x∈R
|(Id+ L) s2f(x)|+ sup
x∈R
|(Id+ L) s2f (k)(x)|
∥∥∥∥
Lp
✭✸✳✶✵✷✮
❛2 ✇❡❧❧ ❛2 /❤❡ ❝♦%%❡2♣♦♥❞✐♥❣ 2♣❛❝❡2 ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉2 ♥♦/❛/✐♦♥✳
❖✉% ✜%2/ %❡2✉❧/ ✐2 /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✺✳✵✳✻ ✭▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❤❛✐♥ %✉❧❡ ❢♦% %❛♥❞♦♠ ✢♦✇2✮✳ ▲❡" p, q, r > 1 #✉❝❤
"❤❛" 1/p+ 1/q = 1/r ❛♥❞ #✉♣♣♦#❡ "❤❛" "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦"❤❡#❡# ❤♦❧❞✿
• f ∈ Lp(C1b )
• f ∈ Dp,1(C0b )
• X ∈ Dq,1(RN)
❚❤❡♥✱ f(X) ∈ Dr,1 ❛♥❞ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛✐♥ 5✉❧❡ ❤♦❧❞#✿
∇(f(X)) =
N∑
k=1
∂kf(X)∇Xk + (∇f)(X) ✭✸✳✶✵✸✮
❲❡ ❜♦%%♦✇ /❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ /❤✐2 ♣%♦♦❢ ❢%♦♠ ❬✺✸❪✿
65♦♦❢✳ ▲❡/ ψn ❜❡ ❛ 2♠♦♦/❤ ❛♣♣%♦①✐♠❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❉✐%❛❝ ♠❛22✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧♠♦2/ 2✉%❡❧②✱
❢♦% ❛♥② x✿
f(w,X(w)) = lim
n→∞
f(w, x)ψn(X(w)− x) ✭✸✳✶✵✹✮
❆❧2♦✱ ❜② /❤❡ ✉2✉❛❧ ❝❤❛✐♥ %✉❧❡✿
∇ [f(w, x)ψn(X(w)− x)] = ψn(X(w)− x)(∇f)(w, x)
− f(w, x) ·
N∑
k=1
∂kψn(X(w)− x)∇Xi ✭✸✳✶✵✺✮
❛♥❞ ❝❧❡❛%❧② /❤✐2 ❝♦♥✈❡%❣❡2✱ ❛/ ❧❡❛2/ ✐♥ /❤❡ ❛❧♠♦2/ 2✉%❡ 2❡♥2❡✱ /♦ /❤❡ %✐❣❤/ ❤❛♥❞ 2✐❞❡
♦❢ ❡B✉❛/✐♦♥ ✸✳✶✵✸✳ ❆❧2♦✱ ❜② /❤❡ ❤②♣♦/❤❡2❡2 ✇❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ ❍U❧❞❡%✬2 ✐♥❡B✉❛❧✐/②✱ /❤✐2
B✉❛♥/✐/② ✐2 ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Lr(C0b )✱ 2♦ /❤❡ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ /❛❦❡2 ♣❧❛❝❡ ✐♥ L
r
❛♥❞ ✇❡ ❛%❡
❞♦♥❡✳
✼✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
❆❧$❡&♥❛$✐✈❡❧② ❛♥ ✐♥$✉✐$✐✈❡ ✐❞❡❛ ✐. $♦ ✧.❡♣❛&❛$❡ $❤❡ ✈❛&✐❛❜❧❡.✧ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ &❛♥✲
❞♦♠♥❡.. ✐♥ $❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ $❤❡ &❛♥❞♦♠♥❡.. ✐♥ $❤❡ &❛♥❞♦♠ ✈❛&✐❛❜❧❡✳ ❲❡ .❦❡$❝❤ ❛♥♦$❤❡&
♣&♦♦❢ ♦❢ ♣&♦♣♦.✐$✐♦♥ ✸✳✺✳✵✳✻ ✇❤✐❝❤ ✐. ✐♥ $❤❛$ .♣✐&✐$ ❛♥❞ ✐. ✐♥$❡&❡.$✐♥❣ ✐♥ ✐$. ♦✇♥ &✐❣❤$✿
 !♦♦❢✳ ▲❡$ ✉. $❛❦❡ ✐♥✈❡&.❡ ❋♦✉&✐❡& $&❛♥.❢♦&♠. ❛♥❞ ✇&✐$❡✿
f(w,X(w)) =
∫
eiξX(w)fˆ(w, ξ)dξ ✭✸✳✶✵✻✮
❚❤❡♥ ❜② ✉.✐♥❣ ❛ ❍✐❧❜❡&$ .♣❛❝❡ ✈❡&.✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❋✉❜✐♥✐ $❤❡♦&❡♠ ✭❝❢ ❬✹✵❪ ❢♦& ❡①❛♠♣❧❡✮
❛♥❞ .✐♠✐❧❛& ❛&❣✉♠❡♥$. ❛. ❛❜♦✈❡✿
∇(f(X)) =
N∑
k=1
(∫
iξke
iξX(w)fˆ(w, ξ)dξ
)
∇Xk(w) +
∫
eiξX(w)(∇fˆ)(w, ξ)dξ
✭✸✳✶✵✼✮
✇❤✐❝❤ ✐. ✐♥❞❡❡❞ $❤❡ &✐❣❤$ ❤❛♥❞ .✐❞❡ ♦❢ ❡M✉❛$✐♦♥ ✸✳✶✵✸ ❛. ❝❛♥ ❜❡ .❡❡♥ ❜② $❛❦✐♥❣
✐♥✈❡&.❡ ❋♦✉&✐❡& $&❛♥.❢♦&♠.✳
❲❡ ♥♦✇ $✉&♥ $♦ ❛♥ ❡①$❡♥.✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✐♥$❡❣&❛$✐♦♥ ❜② ♣❛&$. ❢♦&♠✉❧❛✳ ❲❡ .$❛&$
✇✐$❤ .♦♠❡ ♣&❡❧✐♠✐♥❛&② ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥.✳ ❙✉♣♣♦.❡ $❤❛$ $❤❡ ❤②♣♦$❤❡.❡. ♦❢ ♣&♦♣♦.✐$✐♦♥
✸✳✺✳✵✳✻ ❤♦❧❞ ❛♥❞ $❤❛$ X ✐. ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡&❛$❡✳ ❆. ✉.✉❛❧ ✇❡ ♥♦$❡ σ ❢♦& ✐$. ▼❛❧❧✐❛✈✐♥
♠❛$&✐① ❛♥❞ γ ❢♦& $❤❡ ✐♥✈❡&.❡ ♦❢ σ✳ ❚❤❡♥ ❢♦& ❛♥② j ✇❡ ♠❛② ✇&✐$❡✿
(∇(f(X)),∇Xj) =
n∑
k=1
σkj∂kf(X) + ((∇f)(X),∇Xj) ✭✸✳✶✵✽✮
$❤❡&❡❢♦&❡ ❜② .$&❛✐❣❤$❢♦&✇❛&❞ ❧✐♥❡❛& ❛❧❣❡❜&❛✿
∂kf(X) =
N∑
j=1
γkj (∇(f(X))− (∇f)(X),∇Xj) ✭✸✳✶✵✾✮
◆♦✇ ✇❡ ❞❡✜♥❡ N ♥❡✇ &❛♥❞♦♠ ✢♦✇. ❜② $❤❡ ❡M✉❛$✐♦♥.✿
Tk(f,X) = x 7→
N∑
j=1
γkj ((∇f)(x),∇Xj) ✭✸✳✶✶✵✮
◆♦$❡ $❤❛$ $❤✐. ❞❡♣❡♥❞. ❧✐♥❡❛&❧② ♦♥ f ✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞. ♦♥ X ❧✐♥❡❛&❧② $❤&♦✉❣❤ ∇Xj
❜✉$ ❛❧.♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛&❧② $❤&♦✉❣❤ γ✳ ■$ ✐. ♥♦$ ❞✐✣❝✉❧$ $♦ .❡❡ $❤❛$ Tk(f,X) ✐. ❛♥ L
p
&❛♥❞♦♠ ✢♦✇ ✇✐$❤ $❤❡ .❛♠❡ .♠♦♦$❤♥❡.. ❛. (∇f)(x) ✭❛$ ❧❡❛.$ C0b ❛. ♣❡& ♦✉& .❡$ ♦❢
❤②♣♦$❤❡.❡.✮✳ ❖❢ ❝♦✉&.❡ ✐❢ f ✐. ❞❡$❡&♠✐♥✐.$✐❝ $❤❡♥ Tk(f,X) ✐. ♥✉❧❧✳
◆♦✇ ✇❡ ❛&❡ &❡❛❞② $♦ .$❛$❡ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✸✳✺✳ ❚❍❊ ❈❆❙❊ ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❋■❊▲❉❙ ✼✺
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✺✳✵✳✼ ✭❋❧♦✇ ✐♥)❡❣,❛)✐♦♥ ❜② ♣❛,)1 ❢♦,♠✉❧❛✮✳ ❯♥❞❡$ %❤❡ ❤②♣♦%❤❡*❡*
♦❢ ♣$♦♣♦*✐%✐♦♥ ✸✳✺✳✵✳✻✱ ❢♦$ ❛♥② φ ∈ Dp∗,1✿
E [∂kf(X) · φ] = E [f(X) · lk(X,φ)]− E [φ · Tk(f,X)(X)] ✭✸✳✶✶✶✮
❲❡ ♥♦)❡ )❤❛) ✐❢ f ✐1 ❞❡)❡,♠✐♥✐1)✐❝ )❤✐1 ❜♦✐❧1 ❞♦✇♥ )♦ )❤❡ ✉1✉❛❧ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ✐♥)❡✲
❣,❛)✐♦♥ ❜② ♣❛,)1 ❢♦,♠✉❧❛✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤❡ 1❛♠❡ ❛❣❡♥❞❛ ❛1 ✐♥ )❤❡ ♣,❡✈✐♦✉1 ♣❛,❛❣,❛♣❤1✳ ❙✐♥❝❡
✭❢,♦♠ ♣,❡✈✐♦✉1 ♣❛,❛❣,❛♣❤1 ✐♥ )❤✐1 ❝❤❛♣)❡,✮ ✇❡ ❛❧,❡❛❞② ❦♥♦✇ ❤♦✇ )♦ ❝♦♥),♦❧ lk(X,φ)
✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉1 ♦♥ Tk(f,X) ✲ ❛♥❞ ♠♦,❡ 1♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♦♥ Tk(f,X)(X)✳ ❲❡ 1)❛,) ✇✐)❤
)❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✵✳✽✳ ▲❡% p > 1✱ ❛♥❞ f ❛♥❞ X ❜❡ *✉❝❤ %❤❛% %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦%❤❡*❡*
❤♦❧❞✿
• f ✐* ❛ Cnb ✢♦✇
• ❚❤❡$❡ ❡①✐*%* p < r < ∞ *✉❝❤ %❤❛% ❢♦$ ❡✈❡$② k ≥ 1 ❛♥❞ ❡✈❡$② ♠✉❧%✐✲✐♥❞❡① j
*✉❝❤ %❤❛% |j|+ k = n+ 1✱ ∇k∂j1,...,jNf ❡①✐*%* ✐♥ Lr ❛* ❛ C0b ✢♦✇✱ ✐❡✿
f ∈
⋂
|j|+k=n+1
Dr,k
(
Cjb (R
N)
)
✭✸✳✶✶✷✮
• X ∈ D∞−,n
❚❤❡♥✱ (∇f)(X) ∈ Dp,n(H)✱ ❛♥❞ ❢♦$ *♦♠❡ ρ > p ❛♥❞ *♦♠❡ ✉♥✐✈❡$*❛❧ ❝♦♥*%❛♥% C✿
‖∇n ((∇f) (X))‖Lp(H) ≤ C ·

 ∑
|j|+k=n+1;k≥1
‖(∇k∂j1,...,jNf)(X)‖Lr

 · ‖X‖n
Dρ,n
≤ C ·

 ∑
|j|+k=n+1;k≥1
‖f‖
Dr,k(Cjb (RN ))

 · ‖X‖n
Dρ,n
✭✸✳✶✶✸✮
B$♦♦❢✳ ❆ 1✐♠♣❧❡ ,❡❝✉,,❡♥❝❡ ❜❛1❡❞ ♦♥ ♣,♦♣♦1✐)✐♦♥ ✸✳✺✳✵✳✻ ②✐❡❧❞1 )❤❛) (∇f)(X) ✐1 n
)✐♠❡1 ❞✐✛❡,❡♥)✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❜✉❧❧❡) ♣♦✐♥) ✐♥ ♦✉, ❤②♣♦)❤❡1❡1 ❡♥1✉,❡ ✉1 )❤❛) ❢♦,
❛♥② j, k✿ ∥∥∥∥sup
x
∣∣(∇k∂j1,...,jNf)(x)∣∣H⊗k
∥∥∥∥
Lr
<∞ ✭✸✳✶✶✹✮
1♦ ❛ ❢♦,)✐♦,✐ )❤❡ ,✐❣❤) ❤❛♥❞ 1✐❞❡ ✐♥ ♦✉, ♠❛❥♦,✐③❛)✐♦♥ ✐1 ✜♥✐)❡✳ ❚♦ ♦❜)❛✐♥ )❤❡ ❛❝)✉❛❧
✐♥❡M✉❛❧✐)②✱ ❝♦♠♣✉)❡ ∇n ((∇f) (X)) ✇✐)❤ ❋❛❛ ❞✐ ❇,✉♥♦✬1 ❢♦,♠✉❧❛ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❍R❧❞❡,✬1
✐♥❡M✉❛❧✐)②✳
✼✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ +♦ ✐♠♣.♦✈❡ +❤✐1 .❡1✉❧+ ✐♥+♦ ❛ ♠♦.❡ ♣.❡❝✐1❡ ♦♥❡ ❢♦. +❤❡ ❢.❛❝+✐♦♥❛❧
❝❛1❡✳ ❲❡ 1+❛.+ ✇✐+❤ ❛ .❡1✉❧+ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛♥❛❧♦❣✉❡ +♦ ❧❡♠♠❛ ✸✳✸✳✵✳✼ ❛♥❞ ❝♦.♦❧❧❛.②
✸✳✸✳✵✳✸✿
▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✵✳✾✳ ▲❡" X ∈ D∞−,1✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦* ❡✈❡*② 0 < ρ < 1✱ ❢♦* ❡✈❡*② α ∈]1,∞[✱
❢♦* ❡✈❡*② ǫ > 0✱ ❢♦* ❡✈❡*② p > 1✱ "❤❡*❡ ❡①✐/" q, r > 1 ❛♥❞ ❛ ✉♥✐✈❡*/❛❧ ❝♦♥/"❛♥" C
/✉❝❤ "❤❛" ❢♦* ❡✈❡*② f ∈ D∞−,1(S) "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡/"✐♠❛"❡ ❤♦❧❞/✿
‖f(X)‖Dp,ρ ≤ C · (1 + ‖∇X‖Lr) ·
(
‖f‖Lq(S∞,ρ+ǫ) + ‖f‖Dp,ρ(Wα,Nα +ǫ)
)
✭✸✳✶✶✺✮
9*♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉1❡ +❤❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✐♥❥❡❝+✐♦♥✿
Wα,N
α
+ǫ →֒ C0b ✭✸✳✶✶✻✮
◆♦✇ ❧❡+ ✉1 ✇.✐+❡✿
‖f(X)‖Lp ≤ ‖f‖Lp(C0b ) ≤ ‖f‖Lp(Wα,Nα +ǫ) ✭✸✳✶✶✼✮
❛♥❞✱ ✉1✐♥❣ +❤❡ ✢♦✇ ✈❡.1✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝❤❛✐♥ .✉❧❡ ❛♥❞ ❍G❧❞❡.✬1 ✐♥❡I✉❛❧✐+②✿
‖f(X)‖Dp,1 ≤ C ·
(
‖f‖Lp(C0b ) + ‖f ′‖Lq(C0b ) · ‖∇X‖Lr + ‖∇f‖Lp(C0b )
)
≤ C ·
(
‖f‖Lp(W
α,Nα +ǫ
) + ‖f‖Lq(S∞,1) · ‖∇X‖Lr + ‖∇f‖Lp(Wα,Nα +ǫ)
)
✭✸✳✶✶✽✮
◆♦✇ 1✐♥❝❡ Wα,N
α
+ǫ ✐1 ❛ ❯▼❉ ❇❛♥❛❝❤ 1♣❛❝❡ +❤❡ ▼❡②❡. ✐♥❡I✉❛❧✐+✐❡1 ❛.❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦.
Wα,N
α
+ǫ✲✈❛❧✉❡❞ .❛♥❞♦♠ ✈❛.✐❛❜❧❡1✱ 1♦ ✇❡ ♠❛② ✜♥✐1❤ +❤❡ ♣.♦♦❢ ❜② ✐♥+❡.♣♦❧❛+✐♦♥ ❛1
❢♦. ❧❡♠♠❛ ✸✳✸✳✵✳✼✳
◆♦✇ ✇❡ ❣❡+ ❜❛❝❦ +♦ ❝♦♥+.♦❧❧✐♥❣ ‖(∇f)(X)‖Dp,s ✿
▲❡♠♠❛ ✸✳✺✳✵✳✶✵✳ ▲❡" p > 1✱ s > 0✱ ǫ > 0 ❛♥❞ f ❛♥❞ X ❜❡ /✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❤②♣♦"❤❡/❡/ ❤♦❧❞✿
• ❚❤❡*❡ ❡①✐/"/ p < q <∞ /✉❝❤ "❤❛"✿
f ∈
⋂
k+l=[s]+1
Dq,k
(S∞,{s}+l+ǫ) ✭✸✳✶✶✾✮
• ❚❤❡*❡ ❡①✐/"/ 1 < α <∞ /✉❝❤ "❤❛"✿
f ∈
⋂
k+l=[s]+1
Dp,k+{s}
(
Wα,N
α
+ǫ+l
)
✭✸✳✶✷✵✮
✸✳✺✳ ❚❍❊ ❈❆❙❊ ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❋■❊▲❉❙ ✼✼
• X ∈ D∞−,s
❚❤❡♥✱ (∇f)(X) ∈ Dp,s(H) ❛♥❞ ❛♥❞ ❢♦) *♦♠❡ ρ > p ❛♥❞ *♦♠❡ ✉♥✐✈❡)*❛❧ ❝♦♥*1❛♥1
C 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥1)♦❧ ❤♦❧❞*✿
‖(∇f)(X)‖Dp,s
≤ C · (1 + ‖∇[s]+1X‖[s]+1) ·
∑
k+l=[s]+1
(
‖f‖Dq,k(S∞,{s}+l+ǫ) + ‖f‖Dp,k+{s}(Wα,Nα +ǫ+l)
)
✭✸✳✶✷✶✮
5)♦♦❢✳ ❇② ▼❡②❡+✬- ✐♥❡0✉❛❧✐4✐❡-✿
‖(∇f)(X)‖Dp,s ≤
∥∥∥(Id+ L) {s}2 (∇[s](∇f)(X))∥∥∥
Lp
✭✸✳✶✷✷✮
◆♦✇ ∇[s](∇f)(X) ♠❛② ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❜② ❋❛❛ ❞✐ ❇+✉♥♦✬- ❢♦+♠✉❧❛❀ ❡❛❝❤ ♦❢ 4❤❡ 4❡+♠-
♦❢ 4❤❡ ❡①♣❛♥-✐♦♥ ✐- ♦❢ 4❤❡ ❢♦+♠✿
(∇k∂l1 · · · ∂lNf)(X)⊗ P ✭✸✳✶✷✸✮
✇❤❡+❡ k + |l| = [s] + 1 ❛♥❞ P ✐- ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ 4❤❡ ∇kXi ✇✐4❤ 4♦4❛❧ ❞❡❣+❡❡ ❧♦✇❡+
4❤❛♥ [s]✳ ❚❤❡+❡❢♦+❡✱ ✇❡ ✜♥✐-❤ 4❤❡ ♣+♦♦❢ ❜② -❡♣❛+❛4✐♥❣ 4❤❡ 4❡+♠- ✉-✐♥❣ 4❤❡ 4+✐❛♥❣❧❡
✐♥❡0✉❛❧✐4② ❛♥❞ 4❤❡♥ ✉-✐♥❣ ❍H❧❞❡+✬- ✐♥❡0✉❛❧✐4② ❛♥❞ 4❤❡ ♣+❡✈✐♦✉- ❧❡♠♠❛ ♦♥ ❡❛❝❤ 4❡+♠
✐♥ 4❤❡ -✉♠✳
❖✉+ ❧❡♠♠❛ ♣+♦✈✐❞❡- ✉- ✇✐4❤ ❛ ❝♦♥4+♦❧ ❢♦+ Tk(f,X)(X)✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸✳✺✳✵✳✽✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& f ❛♥❞ X ✈❡,✐❢② ❛❧❧ &❤❡ ❤②♣♦&❤❡$❡$ ✐♥ &❤❡ ♣,❡✲
✈✐♦✉$ ❧❡♠♠❛✳ ❙✉♣♣♦$❡ ✐♥ ❛❞❞✐&✐♦♥ &❤❛& X ✐$ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡,❛&❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦, $♦♠❡ s′ > s✱
θ > 0 ❛♥❞ ❢♦, ❛♥② p1, p2, p3 $✉❝❤ &❤❛& 1/p1 + 1/p2 + 1/p3 < 1/p✿
‖Tk(f,X)(X)‖Dp,s ≤ C ·

 ∑
k+l=[s]+1;k≥1
‖f‖Dq,k(S∞,{s}+l+ǫ) + ‖f‖Dp,k+{s}(Wα,Nα +ǫ+l)


·
[∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥
p2
Lp2
+
∥∥∥∥ 1detΣ2([s]+1)
∥∥∥∥
p2
Lp2
]
· ‖X‖θ
Dp3,1+s
′
✭✸✳✶✷✹✮
9,♦♦❢✳ ❲❡ *+✐❧❧ ♥♦+❡ γ ❢♦1 +❤❡ ✐♥✈❡1*❡ ♦❢ +❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛+1✐① ♦❢ X✳ ❇② ❍;❧❞❡1✬*
✐♥❡>✉❛❧✐+②✿
‖Tk(f,X)(X)‖Dp,s ≤ C · ‖(∇f)(X)‖Dq,s ·
∥∥∥∥∥δ
(∑
j
γkj∇Xj
)∥∥∥∥∥
Dr,s
✭✸✳✶✷✺✮
❋✐1*+✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉*+ *❡❡♥ ❤♦✇ +♦ ❝♦♥+1♦❧ +❤❡ ✜1*+ +❡1♠ ♦❢ +❤❡ ♣1♦❞✉❝+ ✐♥ +❤❡ 1✐❣❤+
❤❛♥❞ *✐❞❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ *❡❡♥ ❤♦✇ +♦ ❝♦♥+1♦❧ +❤❡ *❡❝♦♥❞ +❡1♠ ✐♥ +❤❡ ♣1♦♦❢ ♦❢
+❤❡♦1❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✶✳ ❚❤❡1❡❢♦1❡ ❜② 1❡❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇❡ ❛1❡ ❞♦♥❡✳
✼✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ▲■❋❚■◆● ❖❋ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ❇❨ ❉■❙❚❘■❇❯❚■❖◆❙
❲❡ ♠❛② ♥♦✇ *+❛+❡ +❤❡ ♠❛✐♥ .❡*✉❧+ ✐♥ +❤✐* *❡❝+✐♦♥✿
❚❤❡♦$❡♠ ✸✳✺✳✵✳✷✵ ✭▲✐❢+✐♥❣ ♦❢ ❛ .❛♥❞♦♠ ❞✐*+.✐❜✉+✐♦♥ ❜② ❛ ♥♦♥ ❞❡❣❡♥❡.❛+❡ ❘❱✮✳
▲❡" X ∈ D∞−,1+δ ❢♦% &♦♠❡ δ > 0 ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡%❛"❡ RN ✲✈❛❧✉❡❞ %❛♥❞♦♠ ✈❛%✐❛❜❧❡✳
❚❤❡♥ ❢♦% ❡✈❡%② δ′ < δ ❛♥❞ 1 < p <∞ "❤❡%❡ ❡①✐&"& ❛ ✉♥✐✈❡%&❛❧ ❝♦♥&"❛♥" C ❛♥❞ &♦♠❡
p1, p2, p3 > p ❛♥❞ θ > 0 &✉❝❤ "❤❛" "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡&"✐♠❛"❡ ❤♦❧❞& ❢♦% ❡✈❡%② φ ∈ S(D)✿
‖φ ◦X‖Dp,−δ
≤ C ·
[∥∥∥∥ 1(detΣ)2(k+1)
∥∥∥∥p1
Lp1
+
∥∥∥∥ 1detΣ
∥∥∥∥p1
Lp1
]θ
· ‖X‖θ
Dp2,1+δ
′
×
[δ]∑
k=0
[
‖φ‖Dp3,k(S∞,−(δ′−k)) + ‖φ‖Dp3,k(Wα,−(δ′−k−Nα ))
]
✭✸✳✶✷✻✮
❍❡♥❝❡ ❢♦% ❛♥② T ∈ Dr,k(Sp′,−δ′)✱ T ◦ X ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Dp,−δ ❛♥❞ "❤❡ ❛❜♦✈❡
❡&"✐♠❛"❡ &"✐❧❧ ❤♦❧❞&✳
=%♦♦❢✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ +❤❡ *❛♠❡ *+.❛+❡❣② ❛* ❢♦. +❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ +❤❡♦.❡♠ ✸✳✸✳✵✳✶✼ *♦ ✇❡ ♦♠✐+
+❤❡ ❞❡+❛✐❧*✳
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ +❤✐* *❡❝+✐♦♥ ✇✐+❤ +✇♦ *✐♠♣❧❡ .❡♠❛.❦*✿ ✜.*+ +❤❛+ ✐♥ ♣.❛❝+✐❝❡ ✐+ ✇✐❧❧
❜❡ ❜❡*+ +♦ +❛❦❡ α ❛* ❜✐❣ ❛* ♣♦**✐❜❧❡❀ *❡❝♦♥❞ +❤❛+ ✐❢ ✇❡ *+✐❝❦ +♦ +❤❡ ❝❛*❡ ✇❤❡.❡
s ∈ N ✐+ ✐* ♣♦**✐❜❧❡ +♦ ✇.✐+❡ ♠✉❝❤ *✐♠♣❧❡. .❡*✉❧+* ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦+ ✐♥✈♦❧✈❡ +❤❡ Wα,N
α
+ǫ
*♣❛❝❡*✳
❈❤❛♣$❡& ✹
❆ ✇❡❛❦ ■$, ❢♦&♠✉❧❛
■♥ "❤❡ ♣&❡✈✐♦✉+ ❝❤❛♣"❡&✱ ✇❡ ❤❛✈❡ +"❛"❡❞ ♣&❡❝✐+❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥+ ✉♥❞❡& ✇❤✐❝❤ ❛ "❡♠♣❡&❡❞
❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❧✐❢"❡❞ ❜② ❛ &❡❣✉❧❛&✱ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡&❛"❡ &❛♥❞♦♠ ✈❛&✐❛❜❧❡✱ "❤❡ &❡+✉❧"
❜❡✐♥❣ ❛ ❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ ❲✐❡♥❡& +♣❛❝❡✳ ❖❢ ❝♦✉&+❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❜♦"❤ "❤❡
❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥ ❛♥❞ "❤❡ &❛♥❞♦♠ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ "✐♠❡ ❛♥❞ "❤❡♥ "❤❡ &❡+✉❧" ✇♦✉❧❞
❜❡ ❛ ✇❡❛❦ ♣&♦❝❡++ ❛+ ♣❡& "❤❡ ♥♦"✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ♠❡❛+✉&❛❜✐❧✐"② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
+❡❝"✐♦♥ ✶✳✷✳✽✳ ■" ✐+ "❤❡♥ ♥❛"✉&❛❧ "♦ "❤✐♥❦ ♦❢ ♣&♦✈✐♥❣ ❛♥ ■"@ ❢♦&♠✉❧❛ ❢♦& ❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥+
❛♥❞ "❤✐+ ❤❛❞ ✜&+" ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✼✽❪✳ ■♥ "❤✐+ ❝❤❛♣"❡&✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉+❡ +♦♠❡❤♦✇ ❞✐✛❡&❡♥"
"❡❝❤♥✐E✉❡+ ❜❛+❡❞ ♦♥ "❤❡ ♣&❡❝✐+❡ ❡+"✐♠❛"❡+ ✇❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣&❡✈✐♦✉+ ❝❤❛♣"❡& "♦
♦❜"❛✐♥ ❛♥ ■"@ ❢♦&♠✉❧❛ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡& ❧❡++ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐"✐♦♥+ "❤❛♥
"❤❡ ♦♥❡ +"❛"❡❞ ✐♥ ❬✼✽❪✳ ❲❡ +❤❛❧❧ ❛❧+♦ ♣&♦✈❡ ❛ ❢♦&♠✉❧❛ ♦❢ "❤❡ ■"@✲❲❡♥"③❡❧❧ "②♣❡ ✇❤✐❝❤
❤♦❧❞+ ✇❤❡♥ ❛ &❡❣✉❧❛& ❡♥♦✉❣❤ &❛♥❞♦♠ ♣&♦❝❡++ ✐+ ❧✐❢"❡❞ ❜② ❛ "❡♠♣❡&❡❞✲❞✐+"&✐❜✉"✐♦♥
✈❛❧✉❡❞ +❡♠✐✲♠❛&"✐♥❣❛❧❡✳ ❚❤❡+❡ &❡+✉❧"+ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ "♦ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥+ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❞❡"❛✐❧❡❞
✐♥ "❤✐+ ❝❤❛♣"❡& ❛♥❞ "❤❡ ♥❡①" ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ &❡♠❛✐♥❡❞ ♦✉" ♦❢ &❡❛❝❤ ✇✐"❤ "❤❡
♣&❡✈✐♦✉+❧② ❡①✐+"✐♥❣ ■"@ ❢♦&♠✉❧❛❡✳
❆" ✈❛&✐♦✉+ ♣♦✐♥"+ ✐♥ "❤✐+ ❝❤❛♣"❡&✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ +♦♠❡ &❡+✉❧"+ ♦♥ "❤❡ "♦♣♦❧♦❣✐❡+ ♦❢
S ❛♥❞ S ′ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ E✉✐"❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❋♦& "❤❡+❡ ✇❡ &❡❢❡& "♦ ❝❤❛♣"❡& ✷ ❛♥❞ ❛♣♣❡♥❞✐①
❆✳
✹✳✶ ❚❤❡ ❢♦(♠✉❧❛ ❢♦( ❛ ❣❡♥❡(❛❧ ■01 ♣(♦❝❡44
✹✳✶✳✶ #$♦❝❡((❡( ✇✐+❤ ❛♥ ❛❜(♦❧✉+❡❧② ❝♦♥+✐♥✉♦✉( ❞$✐❢+
■♥ "❤✐+ ♣❛&❛❣&❛♣❤ W ❞❡♥♦"❡+ "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ d✲❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❛❧ ❇&♦✇♥✐❛♥ ♠♦"✐♦♥ ♦♥
"❤❡ ❲✐❡♥❡& +♣❛❝❡✳ ❲❡ ✇♦&❦ ✇✐"❤ "❤❡ ✜❧"&❛"✐♦♥ ♦❢ W ✳ ▲❡" X ❜❡ "❤❡ N ✲❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❛❧
■"@ ♣&♦❝❡++ +✉❝❤ "❤❛"✿
dXt = btdt+ σtdWt ✭✹✳✶✮
X0 = x ✭✹✳✷✮
✼✾
✽✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
✇❤❡%❡ b ✐' ❛♥ ❛❞❛♣,❡❞ N ✲❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❛❧ ♣%♦❝❡'' ❛♥❞ σ ✐' ❛♥ ❛❞❛♣,❡❞ ♣%♦❝❡'' ♦❢
N ⊗ d✲❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❛❧ %❛♥❞♦♠ ♠❛,%✐❝❡'✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦,❡ a = σtσ✳
❆❧'♦ ❧❡, t ∈ [0, 1] → T (t) ∈ S ′(RN) ❜❡ ❛ ✭❞❡,❡%♠✐♥✐',✐❝✮ ♣❛,❤ ✇✐,❤ ❜♦✉♥❞❡❞
✈❛%✐❛,✐♦♥'✳ ❋✐%', ✇❡ ♥❡❡❞ ,♦ ✜♥❞ ,%❛❝,❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐,✐♦♥' ✉♥❞❡% ✇❤✐❝❤ ✐, ✐' ❧✐❝✐, ,♦
❞❡✜♥❡ ,❤❡ ❝♦♠♣♦'❡' Tt ◦Xt✱ ∂iTt ◦Xt ❛♥❞ ∂2ij ◦Xt ❢♦% t > 0✳ ▲❡, 1 < p < ∞✳ ❇②
,❤❡ ●%♦,❤❡♥❞✐❡❝❦ %❡♣%❡'❡♥,❛,✐♦♥✱ ❢♦% ❛♥② 1 < p <∞ ,❤❡%❡ ❡①✐',' s′ > 0 '✉❝❤ ,❤❛,
T ✐' ❛ ♣❛,❤ ✇✐,❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛%✐❛,✐♦♥' ✐♥ Sp,−s✱ ❛' ✐' ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ,❤❡♦%❡♠ ✷✳✸✳✷✳✷ ✲
,❤❡ ❝❛'❡ ✇❤❡%❡ ,❤❡ Tt ❛%❡ ❛❝,✉❛❧ ❢✉♥❝,✐♦♥' ❛♥❞ ♥♦, ❞✐',%✐❜✉,✐♦♥' ✐♥ ,❤❡ ',%✐❝, '❡♥'❡
✐' ❡❛'✐❡% ,♦ ❞❡❛❧ ✇✐,❤✳ ❚❤❡♥ ,❤❡ ∂iTt ❛%❡ ❛♥❞ ,❤❡ ∂
2
ij ❛%❡ ❇❱ ♣❛,❤' ,❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡'
✐♥ Sp,−(s+1) ❛♥❞ Sp,−(s+2) %❡'♣❡❝,✐✈❡❧②✳ ❋%♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ '✐♥❝❡ ,❤✐' ✐' ♥♦, ❛ ❧♦'' ♦❢
❣❡♥❡%❛❧✐,②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ %❡',%✐❝, ♦✉% ',✉❞② ,♦ ,❤❛, ♦❢ ❛ ♣❛,❤✿
Tt ∈ BV (Sp,−s) ✭✹✳✸✮
■♥ ♣❛%,✐❝✉❧❛%✱ t 7→ ‖Tt‖Sp,−s ✐' ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡♥ ✐❢ Tt ✐' ❛' ✐♥ ✭✹✳✸✮ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ ,♦
,❤❡♦%❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺✱ ❢♦% ❛❧❧ ,❤❡ ❞✐',%✐❜✉,✐♦♥' ✇❡ ❛%❡ ✐♥,❡%❡',❡❞ ✐♥ ,♦ ❡①✐', ✇❡ ♥❡❡❞
,❤❛, Xt ∈ D∞−,s′+3 ❢♦% '♦♠❡ s′ > s ❛♥❞ ,❤❛, Xt ❜❡ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡%❛,❡ ❢♦% t > 0✳
■♥ ❢❛❝, ❢♦% ,❡❝❤♥✐❝❛❧ %❡❛'♦♥' ✇❡ ♥❡❡❞ ,♦ ♠❛❦❡ ✉♥✐❢♦%♠ ❛''✉♠♣,✐♦♥' ♦♥ X❀ ♠♦%❡
♣%❡❝✐'❡❧② ❧❡, ✉' '✉♣♣♦'❡ ,❤❛, ❢♦% ❛❧❧ r > 1✿∫ t
0
‖bu‖rDr,s′+3du < ∞ ✭✹✳✹✮∫ t
0
‖σu‖rDr,s′+3du < ∞ ✭✹✳✺✮
sup
ǫ≤u≤t
∥∥∥∥ 1Σ(u)
∥∥∥∥
Lr
< ∞ ✭✹✳✻✮
❢♦% ❛♥② 0 < ǫ < 1✱ ✇❤❡%❡ Σ(u) ✐' ,❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛,%✐① ♦❢ Xu✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿
 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✶✳ ❯♥❞❡$ %❤❡ %❤$❡❡ ❛❜♦✈❡ ❤②♣♦%❤❡-❡-✱ ♦♥❡ ❤❛-✿
• ∀u ≥ 0✱ Xu ∈ D∞−,s′+3
• ∀r > 0✱ ∀ǫ > 0✱ ∫ t
ǫ
‖Xu‖rDr,s′+3ds <∞
• ∀u > 0✱ Xu ✐- ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡$❛%❡✳
■♥ ♣❛$%✐❝✉❧❛$✱ %❤❡ Tt ◦Xt ❛$❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Dp′,−s′✱ %❤❡ ∂iTt ◦Xt ❛$❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ Dp,−(s′+1) ❛♥❞ %❤❡ ∂2ijTt ◦Xt ❛$❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Dp,−(s′+2)✳
:$♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜%', ,✇♦ ♣♦✐♥,' ❛%❡ ❡❛'② ❝♦♥'❡Q✉❡♥❝❡' ♦❢ ,❤❡ ❍S❧❞❡% ✐♥❡Q✉❛❧✐,✐❡'✳ ❋♦%
,❤❡ ,❤✐%❞ ,❤✐%❞ ♣♦✐♥,✱ ✇❡ ♥♦,✐❝❡ ,❤❛, ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ✐♠♣❧✐❡' ,❤❛, ❢♦% ▲❡❜❡'❣✉❡✲❛✳'✳
u ∈ [ǫ, 1]✱ Xu ✐' ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡%❛,❡❀ ,❤❡♥ ✇❡ ✉'❡ ,❤❛, ,❤❡ ✐♥✈❡%'❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛,%✐① ✐' ❛♥
✹✳✶✳ ❚❍❊ ❋❖❘▼❯▲❆ ❋❖❘ ❆ ●❊◆❊❘❆▲ ■❚0 1❘❖❈❊❙❙ ✽✶
■#$ ♣&♦❝❡**✱ ❤❡♥❝❡ ✐# ❤❛* ❝♦♥#✐♥✉♦✉* #&❛❥❡❝#♦&✐❡* #♦ ❞❡❞✉❝❡ #❤❛# Xu ✐* ♥♦♥❞❡❣❡♥❡&❛#❡
❢♦& ❡✈❡&② u✳ ❚❤❡♥ #❤❡ ❡①✐*#❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ✇❡❛❦ ♣&♦❝❡**❡* ✐* ❛ ❞✐&❡❝# ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡
&❡*✉❧#* ✐♥ #❤❡ ♣&❡✈✐♦✉* ❝❤❛♣#❡&✳
❘❡♠❛$❦ ✹✳✶✳✶✳✶✳ ■! ✐# ♥♦!❡✇♦(!❤② !❤❛! !❤❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥# ✇❡ !❛❦❡ ❡♥#✉(❡ ✉# !❤❛! ❢♦(
❡✈❡(② u > ǫ✱ Xu ❤❛# ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥!✐♥✉♦✉# ❞❡♥#✐!②✳
❖✉& *#&❛#❡❣② ✐♥ ♦&❞❡& #♦ ♦❜#❛✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ■#$ ❢♦&♠✉❧❛ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✇❡ ✐♥#&♦❞✉❝❡ #❤❡ ❝❧❛**✐❝ *❡A✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❧❧✐✜❡&*✿
ρn(x) =
1
(2πn)N/2
· exp
(
−|x|
2
2n
)
✭✹✳✼✮
❛♥❞ ✇❡ &❡❣✉❧❛&✐③❡ ♦✉& ❞✐*#&✐❜✉#✐♦♥ ✈❛❧✉❡❞✲♣❛#❤❀ ♠♦&❡ ♣&❡❝✐*❡❧② ✇❡ ✐♥#&♦❞✉❝❡ ❛
*❡A✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢✉♥❝#✐♦♥* T (n) ∈ S ❞❡✜♥❡❞ ❛*✿
T (n) = ρn ∗ T ✭✹✳✽✮
*♦ ✇❡ ❛&❡ ❛❜❧❡ #♦ ❛♣♣❧② #❤❡ ✭❝❧❛**✐❝✱ C2 ✈❡&*✐♦♥ ♦❢ #❤❡✮ ■#$ ❢♦&♠✉❧❛✿
T (n)(t,Xt)− T (n)(ǫ,Xǫ) =
∑
i
∫ t
ǫ
bi(u) · ∂iT (n)(u,Xu)du
+
1
2
∑
i,j
∫ t
ǫ
aij(u) · ∂ijT (n)(u,Xu)du
+
∫ t
ǫ
T (n)(du,Xu)
+
∑
j
∫ t
ǫ
∑
i
[
bi(u) · ∂iT (n)(u,Xu)
]
dW ju ✭✹✳✾✮
❛♥❞ *✐♥❝❡ ❜② ❞❡*✐❣♥✿
T (n)
Sp,−s→ T ✭✹✳✶✵✮
✇❡ ✇✐❧❧ *#✉❞② #❤❡ ❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ #❡&♠ ❛* n #❡♥❞* #♦ ✐♥✜♥✐#②✳ ◆♦#❡ #❤❛# ✇❡ ❞♦
♥♦# *#❛&# ❢&♦♠ 0 ❛* #❤❡ ✐♥✐#✐❛❧ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ x ✐* #&✐✈✐❛❧❧② ❞❡❣❡♥&❛#❡✱ ❤❡♥❝❡ #❤❡&❡ ✐* ♥♦
❤♦♣❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ Tt ◦ x✳
❲❡ *#❛&# ✇✐#❤ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳✶✳✶ ✭❈♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ▲❍❙✮✳
T (n)(t,Xt)− T (n)(ǫ,Xǫ)
Dp′,−s′→ T (t) ◦Xt − T (ǫ) ◦Xǫ ✭✹✳✶✶✮
5(♦♦❢✳ ❚❤✐* ✐* ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛#❡ ❝♦♥*❡A✉❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡♦&❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺❀ ❧❡# ✉* ♥♦#❡ #❤❛# ❤❡&❡
✇❡ ♦♥❧② ✉*❡❞ #❤❡ D∞−,s′ &❡❣✉❧❛&✐#② ♦❢ #❤❡ Xu✳
✽✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❚❤❡♥ ✇❡ ♣(♦✈❡✿
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳✶✳✷ ✭❈♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ 1❤❡ ✜(31 1❡(♠✮✳∫ t
ǫ
bi(u) · ∂iT (n)(u,Xu)du
Dp′,−(s′+1)−→
∫ t
ǫ
bi(u) · ∂iTu ◦Xudu ✭✹✳✶✷✮
 !♦♦❢✳ ❋✐(31 ❧❡1 ✉3 ♥♦1❡ 1❤❛1 1❤❡♦(❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺ ❛❧❧♦✇3 ✉3 1♦ ❝❤❡❝❦ 1❤❛1 1❤❡ ❘❍❙
❛❜♦✈❡ ✐3 ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛3 ❛ ❇♦❝❤♥❡( ✐♥1❡❣(❛❧ ✐♥ Dp′,−(s′+1)✳ ❙✐♥❝❡ 1❤❡ 1❡❝❤♥✐H✉❡3
✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛(❡ 1❤❡ 3❛♠❡ 1❤❛♥ 1❤♦3❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉3❡ 1♦ ♣(♦✈❡ 1❤❡ ❛❝1✉❛❧ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ✇❡
❞♦ ♥♦1 ✇(✐1❡ 1❤❡ ❞❡1❛✐❧3✳
◆♦✇ ❧❡1 ✉3 1✉(♥ 1♦ 1❤❡ ♣(♦♦❢ ♦❢ 1❤❡ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡❀ ❜② ❍L❧❞❡(✬3 1❤❡♦(❡♠✱ ❢♦( 3♦♠❡
r > 1 ❛♥❞ p′ > p′′ > p > 1✿
‖bi(u) · ∂iT (n)(u,Xu)− bi(u) · (∂iTu) ◦Xu‖Dp,−(s+1)
≤ C‖bi(u)‖Dr,s+1‖∂iT (n)(u,Xu)− (∂iTu) ◦Xu‖Dp′′,−(s′+1) ✭✹✳✶✸✮
❚❤❡ ‖bi(u)‖Dr,s+1 ❛(❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ u ❜② ❤②♣♦1❤❡3✐3✳ ❇② 1❤❡♦(❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
❜♦✉♥❞ ♦❢ 1❤❡ 1②♣❡✿
‖∂iT (n)(u,Xu)− (∂iTu) ◦Xu‖Dp′′,−(s′+1) ≤ C(Xu) · ‖∂iT (n)(u)− ∂iT (u)‖Sp′,−(s′+1)
✭✹✳✶✹✮
✇❤❡(❡ u 7→ C(Xu) ✐3 ❛♥ ✐♥1❡❣(❛❜❧❡ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦♥ [0, 1] ❜❡❝❛✉3❡ ♦❢ 1❤❡ ❤②♣♦1❤❡3❡3 ♦♥
X✱ ❛♥❞ 1❤❡ ♦1❤❡( 1❡(♠ ✐3 ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ n ❜② ❛♥ ✐♥1❡❣(❛❜❧❡ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ u ❜❡❝❛✉3❡ ♦❢
❤♦✇ 1❤❡ T (n) ✇❡(❡ ❝❤♦3❡♥✳ ❆❧3♦✱ ❛1 ✜①❡❞ u✱ 1❤❡ 1❡(♠ ✉♥❞❡( 1❤❡ ✐♥1❡❣(❛❧ ❝♦♥✈❡(❣❡3
1♦ 0 ✐♥ Dp,−(s′+1) ❜❡❝❛✉3❡ ♦❢ 1❤❡♦(❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ 1♦ 1❤❡
❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ 1❤❡ ✜(31 1❡(♠ ❜② 1❤❡ ❞♦♠✐♥❛1❡❞ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ 1❤❡♦(❡♠ ❢♦( ❇♦❝❤♥❡(
✐♥1❡❣(❛❧3✳
▲❡1 ✉3 ♥♦1❡ 1❤❛1 C(Xu) ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈❡3 1❤❡ D∞−,s′+2 (❡❣✉❧❛(✐1② ♦❢ 1❤❡ Xu ❛♥❞ ✇❡
❞✐❞ ♥♦1 ✉3❡ ♠♦(❡ (❡❣✉❧❛(✐1② ✐♥ ♦✉( ♣(♦♦❢✳
❙✐♠✐❧❛❧(② ♦♥❡ ♠❛② ♣(♦✈❡✿
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳✶✳✸ ✭❈♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ 1❤❡ 3❡❝♦♥❞ 1❡(♠✮✳∫ t
ǫ
aij(u) · ∂ijT (n)(u,Xu)du
Dp′,−(s′+2)−→
∫ t
ǫ
aij(u) · ∂ijTu ◦Xudu ✭✹✳✶✺✮
 !♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣(♦♦❢ ✐3 1❤❡ ❡①❛❝1 3❛♠❡✱ ❤♦✇❡✈❡( ✇❡ ♥♦1❡ 1❤❛1 ❢♦( 1❤✐3 1❡(♠ 1❤❡ D∞−,s′+3
(❡❣✉❧❛(✐1② ♦❢ 1❤❡ Xu ✐3 (❡H✉✐(❡❞ ✐♥❞❡❡❞✳
❛♥❞✿
✹✳✶✳ ❚❍❊ ❋❖❘▼❯▲❆ ❋❖❘ ❆ ●❊◆❊❘❆▲ ■❚0 1❘❖❈❊❙❙ ✽✸
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳✶✳✹ ✭❈♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ❢♦✉(,❤ ,❡(♠✮✳
∑
j
∫ t
ǫ
∑
i
[
bi(u) · ∂iT (n)(u,Xu)
]
dW ju
Dp′,−(s′+1)→ M (ǫ)t ✭✹✳✶✻✮
✇❤❡#❡
(
M
(ǫ)
t
)
ǫ≤t≤1
✐% ❛ ✇❡❛❦ ♠❛#)✐♥❣❛❧❡ ♦♥ )❤❡ ❲✐❡♥❡# %♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥ )❤❡ %❡♥%❡ ♦❢
❞✐✈❡#❣❡♥❝❡% ✇❡ ❤❛✈❡✿
M
(ǫ)
t =
∑
j
∫ t
ǫ
∑
i
[bi(u) · (∂iTu) ◦Xu] dW ju ✭✹✳✶✼✮
6#♦♦❢✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡(❛❧ ✐❞❡❛ ✐; ,❤❡ ;❛♠❡✱ ❡①❝❡♣, ,❤❛, ✇❡ ♥❡❡❞ ,♦ ✉;❡ ,❤❡ ❇✉(❦❤♦❧❞❡(
❉❛✈✐; ●✉♥❞② ✐♥❡E✉❛❧✐,✐❡;✿∥∥∥∥∫ t
ǫ
bi(u) · ∂iT (n)(u,Xu)dW ju −
∫ t
ǫ
bi(u) · ∂iTu ◦XudW ju
∥∥∥∥
Dp,s
=
∥∥∥∥∫ t
ǫ
(2 · Id+ L)s/2 [bi(u) · (∂iT (n) − ∂iTu ◦Xu(u,Xu))] dW ju∥∥∥∥
Lp
≤ C(p) ·
∥∥∥∥∥
(∫ t
ǫ
∣∣∣(2 · Id+ L)s/2 [bi(u) · (∂iT (n) − ∂iTu ◦Xu(u,Xu))]
∣∣∣2 du
)1/2∥∥∥∥∥
Lp
≤ C(p, s)
[∫ t
ǫ
∥∥bi(u) · (∂iT (n) − ∂iTu ◦Xu(u,Xu))∥∥p
Dp,s
du
]1/p
✭✹✳✶✽✮
❚❤❡ p ≥ 2 (❡;,(✐❝,✐♦♥ ✇❛; ♥❡❡❞❡❞ ,♦ ♦❜,❛✐♥ ,❤✐; ❧❛;, ✐♥❡E✉❛❧✐,②✳ ❲❡ ♠❛② ,❤❡♥
❝♦♠♣❧❡,❡ ,❤❡ ♣(♦♦❢ ✇✐,❤ ,❤❡ ❡①❛❝, ;❛♠❡ ,❡❝❤♥✐E✉❡; ,❤❛♥ ❢♦( ,❤❡ ✜(;, ❛♥❞ ;❡❝♦♥❞
,❡(♠;✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♥♦,❡ ,❤❛, ♦♥❧② ,❤❡ D∞−,s′+2 (❡❣✉❧❛(✐,② ♦❢ ,❤❡ Xu ✇❛;
(❡E✉✐(❡❞✳
❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡ ,♦ ❣✐✈❡ ❛ (❡;✉❧, ❢♦( ,❤❡ ,❤✐(❞ ,❡(♠✳ ❚❤✐; ♦♥❡ ✐; ,❤❡ ,(✐❝❦✐❡;,
❜❡❝❛✉;❡ ,❤❡ (✐❣❤, ❝❛♥❞✐❞❛,❡ ❢♦( ,❤❡ ❧✐♠✐, ♦❢ ,❤❡ ❙,✐❡❧,❥❡; ✐♥,❡❣(❛❧; ✐; ❧❡;; ♦❜✈✐♦✉;✳
❲❡ ;,❛(, ✇✐,❤ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡❝❤♥✐❝❛❧ (❡;✉❧,✿
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳✶✳✺✳ ❋♦# ❛♥② p > 1✱ s > 0✱ ❢♦# ❛♥② n ∈ N ❛♥❞ ❢♦# ❛♥② f ∈ S✿
‖ρn ∗ f‖Sp,−s ≤ ‖f‖Sp,−s ✭✹✳✶✾✮
6#♦♦❢✳ ❋✐(;,✿
ρn ∗ f(x) =
∫
1
(2πn)N/2
· exp
(
−|y|
2
2n
)
f(x− y)dy ✭✹✳✷✵✮
✽✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❛♥❞ %❤❡(❡❢♦(❡
(K− s2 (ρn ∗ f)) (x) =
∫
1
(2πn)N/2
· exp
(
−|y|
2
2n
)(K− s2f) (x− y)dy
=
(
ρn ∗
(K− s2f)) (x) ✭✹✳✷✶✮
0♦ ✜♥❛❧❧②✿
‖ρn ∗ f‖pSp,−s = ‖ρn ∗
(K− s2f) ‖pLp ≤ ‖K− s2f‖pLp = ‖f‖pSp,−s ✭✹✳✷✷✮
✇❤❡(❡ %❤❡ ✐♥❡7✉❛❧✐%② ✐0 ❛ ❝❧❛00✐❝ ❝♦♥0❡7✉❡♥❝❡ ♦❢ ❏❡♥0❡♥✬0 ✐♥❡7✉❛❧✐%② ♦♥ %❤❡ ♣(♦❜❛✲
❜✐❧✐%② 0♣❛❝❡ Lp(ρn)✳
❲❡ ❛(❡ ♥♦✇ (❡❛❞② %♦ 0%❛%❡✿
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳✶✳✻ ✭❈♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ %❤✐(❞ %❡(♠✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐+ ❡①✐-+- ✐♥
Dp′,−s′✿ ∫ t
ǫ
T (du, ◦Xu) := lim
n→∞
∫ t
ǫ
T (n)(du,Xu) ✭✹✳✷✸✮
❛♥❞ ✐+ ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
〈∫ t
ǫ
T (du, ◦Xu), φ
〉
=
∫ t
ǫ
T (du, pXu,φ) ✭✹✳✷✹✮
45♦♦❢✳ ▲❡% ✉0 ❞❡♥♦%❡ (ui) ❢♦( %❤❡ ❡❧❡♠❡♥%0 ♦❢ ❛ ♣❛(%✐%✐♦♥ π ♦❢ [ǫ, t] ❛((❛♥❣❡❞ ✐♥
✐♥❝(❡❛0✐♥❣ ♦(❞❡(✳ ❚❤❡♥ ❛ ❙%✐❡❧%❥❡0 ✐♥%❡❣(❛❧ ♦♥ [ǫ, t] ✐0 ❛♣♣(♦❛❝❤❡❞ ❜② ❘✐❡♠❛♥♥
0✉♠0✿
∫ t
ǫ
T (n) (du,Xu) = lim|π|→0
∑
i
[
T (n) (ui+1, Xui)− T (n) (ui, Xui)
]
✭✹✳✷✺✮
✇❤❡(❡ %❤❡ ❧✐♠✐% ✐0 %❛❦❡♥ ✐♥ ♣(♦❜❛❜✐❧✐%✐❡0✳ ◆♦✇✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ %❤❡♦(❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺ ❛0 ✐♥ %❤❡
♣(❡✈✐♦✉0 ♣(♦♦❢0✱ ♦♥❡ ♦❜%❛✐♥0 ❛ ❝♦♥%(♦❧ ♦❢ %❤❡ %②♣❡✿
∥∥[T (n) (ui+1, Xui)− T (n) (ui, Xui)]− [Tui+1 ◦Xui − Tui ◦Xui]∥∥Dp′,−s′
≤ B(ui) ·
∥∥∥(T (n)ui+1 − T (n)ui
)
− (Tui+1 − Tui)
∥∥∥
Sp′,−s′
✭✹✳✷✻✮
✇❤❡(❡ B ✐0 ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐0 ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ [ǫ, t] ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%❧② ♦❢ n✳ ❆❧0♦ ❜② %❤❡
%(✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡7✉❛❧✐%② ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ✹✳✶✳✶✳✺✿
∥∥∥(T (n)ui+1 − T (n)ui
)
− (Tui+1 − Tui)
∥∥∥
Sp′,−s′
≤ 2 · ∥∥Tui+1 − Tui∥∥Sp′,−s′ ✭✹✳✷✼✮
✹✳✶✳ ❚❍❊ ❋❖❘▼❯▲❆ ❋❖❘ ❆ ●❊◆❊❘❆▲ ■❚0 1❘❖❈❊❙❙ ✽✺
✇❤✐❝❤ ❞♦❡) ♥♦+ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ n ❡✐+❤❡-✳ ◆♦✇ )✐♥❝❡✿
∑
i
∥∥Tui+1 − Tui∥∥Sp′,−s′ ≤ V ar(T ) <∞ ✭✹✳✷✽✮
❛♥❞ +❤✐) ❝♦♥+-♦❧ ✐) ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥+ ♦❢ π ❜② +❤❡ ❞♦♠✐♥❛+❡❞ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ +❤❡♦-❡♠ ♦♥❡
♦❜+❛✐♥) +❤❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ ♦❢ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘✐❡♠❛♥♥ )✉♠ ✐♥ Dp′,−s′ ✿
∑
i
[
Tui+1 ◦Xui − Tui ◦Xui
]
✭✹✳✷✾✮
❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦+❡ ✐+) ❧✐♠✐+ ❜②✿
∫ t
ǫ
T (du, ◦Xu) := lim|π|→0
∑
i
[
Tui+1 ◦Xui − Tui ◦Xui
]
✭✹✳✸✵✮
◆♦✇ ❧❡+ φ ∈ D✳ ❇② +❤❡♦-❡♠ ✸✳✹✳✵✳✶✽ ❢♦- ❡✈❡-② u✱ pXu,φ ❡①✐)+) ❛♥❞ ❤❛) ❛+ ❧❡❛)+
S(p′)∗,s′ -❡❣✉❧❛-✐+②✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡ ❜② ❞✐)✐♥+❡❣-❛+✐♥❣ ❡❛❝❤ +❡-♠ ♦❢ +❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ )✉♠
)❡♣❛-❛+❡❧② ♦♥❡ ♦❜+❛✐♥)✿
E
[
φ · [Tui+1 ◦Xui − Tui ◦Xui]] = S′ 〈Tui+1 − Tui , pXu,φ〉S ✭✹✳✸✶✮
❙✐♥❝❡ V ar(T ) < ∞ ✐♥ Sp′,−s′ ❛♥❞ u 7→ pXu,φ ✐) ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ S(p′)∗,s′ ❜② )✐♠✐❧❛-
+❡❝❤♥✐H✉❡) ♦♥❡ )❤♦✇) +❤❛+ +❤✐) ❝♦♥✈❡-❣❡) +♦✿
∫ t
ǫ
T (du, pXu,φ) :=
∫ t
ǫ
∫
RN
(
K s
′
2 T
)
(du, x) ·
(
K− s
′
2 pXu,φ
)
(x)dx ✭✹✳✸✷✮
)♦ ✇❡ ❛-❡ ❞♦♥❡✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦+ ✉)❡ +❤❡ D∞−,s′+3 -❡❣✉❧❛-✐+② ♦❢ +❤❡ Xu✿ ♦♥❧②
D∞−,s′+1 ✇❛) -❡H✉✐-❡❞ ❢♦- +❤✐) ♣❛-+ ♦❢ +❤❡ ♣-♦♦❢✳
❘❡♠❛$❦ ✹✳✶✳✶✳✷✳ ▲❡" ✉$ %❡♠❡♠❜❡% "❤❛" ✇❡ %❡$"%✐❝"❡❞ ♦✉%$❡❧✈❡$ "♦ BV (Sp′,−s′)
❜❡❝❛✉$❡ ♦❢ "❤❡ ●%♦"❤❡♥❞✐❡❝❦ "❤❡♦%❡♠✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡ ✐" ✐$ ✇♦%"❤ ♠❡♥"✐♦♥♥✐♥❣ "❤❛"
"❤❡ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉% ❙"✐❡❧"❥❡$ ✐♥"❡❣%❛❧ ♠❛② ❛❧$♦ ❜❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❞✐%❡❝"❧② ❢%♦♠ "❤❡
●%♦"❤❡♥❞✐❡❝❦ %❡♣%❡$❡♥"❛"✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ $✐♥❝❡ (Fj) ✐$ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ $❡=✉❡♥❝❡ ✐♥ Sp′,−s′ ❜②
❛ ♠❡"❤♦❞ $✐♠✐❧❛% "♦ "❤❡ ♦♥❡ ✉$❡❞ ❢♦% "❤❡ ✜%$" "❡%♠ ♦♥❡ ❤❛$ ❛ ❝♦♥"%♦❧ ♦❢ "❤❡ "②♣❡✿
‖F (n)j (Xu)− Fj ◦Xu‖Dp′′,−s ≤ C(Xu) · ‖F (n)j − Fj‖Sp′,−s′ ✭✹✳✸✸✮
✇❤❡%❡ F
(n)
j = ρn ∗ Fj ❛♥❞ u 7→ C(Xu) ✐$ ❛♥ ✐♥"❡❣%❛❜❧❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ u ∈ [0, 1] ✇❤✐❝❤
✐$ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥" ♦❢ n✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡ ♦♥❡ ♦❜"❛✐♥$ "❤❛" ❢♦% ❡✈❡%② j✿
∫ 1
ǫ
‖F (n)j (Xu)− Fj ◦Xu‖Dp′′,−sd|Vj|(u)→ 0 ✭✹✳✸✹✮
✽✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❜② "❤❡ ❞♦♠✐♥❛"❡❞ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ "❤❡♦-❡♠ ❢♦- ❇♦❝❤♥❡- ✐♥"❡❣-❛❧2✳ ❙✐♥❝❡ "❤❡ 2❡5✉❡♥❝❡
♦❢ "❤❡2❡ ✐♥"❡❣-❛❧2 ❛❧2♦ ✐2 ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ j ♦♥❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡2 "♦ "❤❡ ❞♦♠✐♥❛"❡❞ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡
♦❢ "❤❡ "❤✐-❞ "❡-♠ ❜② "❤❡ ❞♦♠✐♥❛"❡❞ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ "❤❡♦-❡♠ ❢♦- 2❡-✐❡2✳ ❆❧2♦✱ ♦♥❡ "❤❡♥
❤❛2 ❛ ♠♦-❡ ❡①♣❧✐❝✐" ❡①♣-❡22✐♦♥ ❢♦- "❤❡ ❙"✐❡❧"❥❡2 ✐♥"❡❣-❛❧✿
∫ t
ǫ
T (du, ◦Xu) =
∞∑
n=0
λn ·
∫ t
ǫ
Fn ◦XudVn(u) ✭✹✳✸✺✮
❲❡ ❛+❡ ♥♦✇ +❡❛❞② 1♦ 21❛1❡ 1❤❡ ♠❛✐♥ +❡2✉❧1 ✐♥ 1❤✐2 ♣❛+❛❣+❛♣❤✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ✭❲❡❛❦ ■1= ❢♦+♠✉❧❛✮✳ ❯♥❞❡- "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥2 ✭✹✳✸✮✱ ✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮
❛♥❞ ✭✹✳✻✮✱ ❢♦- ❛♥② ǫ > 0✱ ❢♦- ❛❧❧ t ∈ [ǫ, 1]✱ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞2 ✐♥ "❤❡ 2♣❛❝❡
Dp′∨2,−(s′+2)✿
T (t) ◦Xt − T (ǫ) ◦Xǫ = M (ǫ)t +
∑
i
∫ t
ǫ
bi(u) · (∂iTu) ◦Xudu
+
1
2
∑
i,j
∫ t
ǫ
aij(u) · (∂ijTu) ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
T (du) ◦Xu ✭✹✳✸✻✮
✇❤❡-❡
(
M
(ǫ)
t
)
ǫ≤t≤1
✐2 ❛ ✇❡❛❦ ♠❛-"✐♥❣❛❧❡ ♦♥ "❤❡ ❲✐❡♥❡- 2♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥ "❤❡ 2❡♥2❡ ♦❢
❞✐✈❡-❣❡♥❝❡2 ✇❡ ❤❛✈❡✿
M
(ǫ)
t =
∑
j
∫ t
ǫ
∑
i
[bi(u) · (∂iTu) ◦Xu] dW ju ✭✹✳✸✼✮
G-♦♦❢✳ ❲❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ 1♦ 2❤♦✇ 1❤❡ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡+② 1❡+♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ❞♦♥❡ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ 1❤❡ ♣+❡✈✐♦✉2 ❧❡♠♠❛❡✳ ▲❡1 ✉2 ❛❧2♦ ♥♦1❡ 1❤❛1 1❤❡ ❧❡♠♠❛❡ ♣+♦✈✐❞❡ ♣+❡❝✐2❡
❡21✐♠❛1❡2 ♦❢ 1❤❡ Dp′∨2,−(s′+2) ♥♦+♠ ♦❢ ❡✈❡+② 1❡+♠ ✲ ✇❡ ❤❛✈❡ p′∨2 +❛1❤❡+ 1❤❛♥ 2✐♠♣❧②
p′ ❜❡❝❛✉2❡ ♦❢ 1❤❡ ♠❛+1✐♥❣❛❧❡ 1❡+♠❀ 2❡❡ 1❤❡ ♣+♦♦❢ ♦❢ 1❤❡ ❝♦++❡2♣♦♥❞✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳
◆♦✇ ✇❡ ♠❛❦❡ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜2❡+✈❛1✐♦♥✿ ✐❢ ✇❡ ♣+♦✈❡ 1❤❛1 ❛❧❧ ❜✉1 ♦♥❡ 1❡+♠ ✐♥ 1❤❡
♣+♦♦❢ ♦❢ 1❤❡ ■1= ❢♦+♠✉❧❛ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥✈❡+❣❡✱ 1❤❡♥ ❜② ❡❧❡♠❡♥1❛+② ❛❧❣❡❜+❛ 1❤❡ ❧❛21 ♦♥❡
❤❛2 1♦ ❝♦♥✈❡+❣❡ 1♦♦ ❛♥❞ 1❤❡ ❝♦♥✈❡+❣❡♥❝❡ 1❛❦❡2 ♣❧❛❝❡ ✐♥ 1❤❡ 2❛♠❡ 2♣❛❝❡✳ ❚❤❡+❡❢♦+❡
♦♥❡ ♠❛② ♦❜1❛✐♥ 1❤❡ 1❤+❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡2✉❧12 ✇❤✐❝❤ ❛+❡ 2❧✐❣❤1❧② ♠♦+❡ ♣+❡❝✐2❡✳
❚❤❡ ✜+21 ♦♥❡ ✐2 ✐♥1❡+❡21✐♥❣ ✇❤❡♥ Tt ✐2 ♠♦+❡ +❡❣✉❧❛+ ✐♥ 1❤❡ ❝♦♥1✐♥✉♦✉2 2❡♥2❡ 1❤❛♥
✐♥ 1❤❡ ❇❱ 2❡♥2❡✳
❈♦$♦❧❧❛$② ✹✳✶✳✶✳✶✳ ❘❡♣❧❛❝❡ ❤②♣♦"❤❡2✐2 ✭✹✳✸✮ ✇✐"❤✿
Tt ∈ C0(Sp,−σ) ✭✹✳✸✽✮
✹✳✶✳ ❚❍❊ ❋❖❘▼❯▲❆ ❋❖❘ ❆ ●❊◆❊❘❆▲ ■❚0 1❘❖❈❊❙❙ ✽✼
✇❤❡#❡ ♣♦&&✐❜❧② σ > s ❛♥❞ #❡♣❧❛❝❡ s ❜② σ ✐♥ ❤②♣♦/❤❡&❡& ✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮✳ ❚❤❡♥✱
/❤❡ ❢♦#♠✉❧❛ ✐♥ /❤❡♦#❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ &/✐❧❧ ❤♦❧❞& ✐♥ /❤❡ &♣❛❝❡ Dp′∨2,−(σ′+2)✳
<#♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣&♦♦❢ ✐* +❤❡ *❛♠❡ ❛* ❢♦& +❤❡♦&❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ❡①❝❡♣+ +❤❛+ +❤❡ ♣❛&+ ❛❜♦✉+ +❤❡
❙+✐❡❧+❥❡* ✐♥+❡❣&❛❧ ✐* ♥♦+ &❡:✉✐&❡❞✳
❚❤❡ *❡❝♦♥❞ &❡*✉❧+ ❛❧❧♦✇* ♦♥❡ +♦ ✧*❛✈❡✧ ♦♥❡ ♦&❞❡& ♦❢ &❡❣✉❧❛&✐+②✿
❈♦"♦❧❧❛"② ✹✳✶✳✶✳✷✳ ❙✉♣♣♦&❡ /❤❛/ ✭✹✳✸✮ ❤♦❧❞& ❛♥❞ #❡♣❧❛❝❡ s+3 ❜② s+2 ✐♥ ❤②♣♦/❤❡&❡&
✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮✳ ❚❤❡♥ /❤❡ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥& ♦❢ /❤❡♦#❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ &/✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐♥ /❤❡
&♣❛❝❡ Dp′∨2,−(s′+1)✳
<#♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣&♦♦❢ ✐* +❤❡ *❛♠❡ ❛* ❢♦& +❤❡♦&❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ❡①❝❡♣+ +❤❛+ +❤❡ ♣❛&+ ❛❜♦✉+ +❤❡
❝&♦❝❤❡+ ✐♥+❡❣&❛❧ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥+❛✐♥ +❤❡ ♦&❞❡& 2 ❞❡&✐✈❛+✐✈❡*✮ ✐* ♥♦+ &❡:✉✐&❡❞✳
❋✐♥❛❧❧② +❤❡ +❤✐&❞ ❝♦&♦❧❧❛&② ❛❧❧♦✇ ✉* +♦ ♦❜+❛✐♥ ❝♦♥+&♦❧* ✐♥ +❤❡ *♣❛❝❡ Dp′,−(s′+2)
❢♦& p′ < 2✿
❈♦"♦❧❧❛"② ✹✳✶✳✶✳✸✳ ❙✉♣♣♦&❡ ✭✹✳✸✮✱ ✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮ ❛& ✐♥ /❤❡♦#❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶✳
❚❤❡♥ /❤❡ ❝♦♥❝❧✉&✐♦♥& ♦❢ /❤❡♦#❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ❤♦❧❞ ✐♥ /❤❡ &♣❛❝❡ Dp′,−(s′+2) ❢♦# p′ < 2✳
<#♦♦❢✳ ❚❤✐* +✐♠❡ ✐+ ✐* +❤❡ ♣❛&+ ❛❜♦✉+ +❤❡ ♠❛&+✐♥❣❛❧❡ +❡&♠ ✇❤✐❝❤ ✐* ♥♦+ &❡:✉✐&❡❞✳
❋✐♥❛❧❧② +❤❡&❡ ✐* ❛ *+&❛✐❣❤+❢♦&✇❛&❞ ❡①+❡♥*✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ■+E ❢♦&♠✉❧❛ ✐♥ +❤❡♦&❡♠
✹✳✶✳✶✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇* ♦♥❡ +♦ ♠✉❧+✐♣❧② Tt ◦Xt ❜② ❛ &❡❣✉❧❛& ❡♥♦✉❣❤ ♣&♦❝❡** Yt✳ ▼♦&❡
♣&❡❝✐*❡❧② ❝♦♥*✐❞❡& ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥*✐♦♥♥❛❧ ■+E ♣&♦❝❡**✿
dYt = b
′
tdt+ σ
′
tdWt ✭✹✳✸✾✮
Y0 = y ✭✹✳✹✵✮
❛♥❞ ♠❛❦❡ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦+❤❡*❡* ♦♥ Y ✿ ❢♦& ❛❧❧ r > 1✱
∫ 1
0
‖b′u‖rDr,sdu < ∞ ✭✹✳✹✶✮∫ 1
0
‖σ′u‖rDr,sdu < ∞ ✭✹✳✹✷✮
✭✹✳✹✸✮
❲❡ ❞♦ ♥♦+ ♥❡❡❞ +♦ *✉♣♣♦*❡ +❤❛+ Y ✐* ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡&❛+❡✳ ❚❤❡♥✿
✽✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✶✳✶✳✷✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& X ❛♥❞ T ❛+❡ ❛$ ✐♥ &❤❡♦+❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ❛♥❞ &❤❛& Y
✐$ ❛$ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $&❛♥❞$ ✐♥ Dp,s✿
Yt · T (t) ◦Xt − Yǫ · T (ǫ) ◦Xǫ = M (ǫ)t +
∑
i
∫ t
ǫ
bi(u)Yu · (∂iTu) ◦Xudu
+
1
2
∑
i,j
∫ t
ǫ
Yua
2
ij(u) · (∂ijTu) ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
b′(u)Yu · Tu ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
YuT (du) ◦Xu ✭✹✳✹✹✮
✇❤❡+❡
M
(ǫ)
t =
∑
j
∫ t
ǫ
Yu
∑
i
[bi(u) · (∂iTu) ◦Xu] dW ju +
∑
j
∫ t
ǫ
σ′j(u)Tu ◦XudW ju ✭✹✳✹✺✮
❚❤✐) *❡)✉❧. ✐) ♣*♦✈❡❞ ❡①❛❝.❧② ❛) .❤❡♦*❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶✳ ❖❢ ❝♦✉*)❡ ❝♦*♦❧❧❛*✐❡) ✹✳✶✳✶✳✶✱
✹✳✶✳✶✳✷ ❛♥❞ ✹✳✶✳✶✳✸ ❛❧)♦ ❛❞♠✐. )✐♠✐❧❛* ❡①.❡♥)✐♦♥)✳
✹✳✶✳✷ $%♦❝❡))❡) ✇✐,❤ ❛ ❣❡♥❡%❛❧ ❞%✐❢,
■♥ .❤✐) ♣❛*❛❣*❛♣❤ ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡* .❤❡ ♣*♦❝❡)) X )✉❝❤ .❤❛.✿
dXt = dAt + σtdWt ✭✹✳✹✻✮
X0 = x ✭✹✳✹✼✮
✇❤❡*❡ σ ✐) ❛) ✐♥ .❤❡ ♣*❡✈✐♦✉) ♣❛*❛❣*❛♣❤ ❛♥❞ A ✐) ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛*✐❛.✐♦♥ ♣*♦❝❡))✳ ❲❡
).✐❧❧ ♠❛❦❡ .❤❡ ❤②♣♦.❤❡)❡) ✭✹✳✻✮✱ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ✐♥).❡❛❞ ♦❢ ✭✹✳✺✮ ✇❡ )✉♣♣♦)❡
.❤❛. ❢♦* ❡✈❡*② r > 1✿ ∫ t
0
‖Au‖rDr,s′+3du <∞ ✭✹✳✹✽✮
✇❤✐❝❤ ✐) ❡♥♦✉❣❤ .♦ ❡♥)✉*❡ .❤❛. .❤❡ H✉❛♥.✐.✐❡) ✇❡ ❝♦♥)✐❞❡* ❛*❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳
❲❡ ♥♦✇ ).❛.❡ .❤❡ ♠❛✐♥ *❡)✉❧. ✐♥ .❤✐) ♣❛*❛❣*❛♣❤✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✶✳✷✳✶✳ ❯♥❞❡+ &❤❡ ❤②♣♦&❤❡$❡$ ✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮✱ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✸✮✱ ❢♦+ ❛♥②
✹✳✶✳ ❚❍❊ ❋❖❘▼❯▲❆ ❋❖❘ ❆ ●❊◆❊❘❆▲ ■❚0 1❘❖❈❊❙❙ ✽✾
ǫ > 0✱ ❢♦# ❛❧❧ t ∈ [ǫ, 1]✱ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞. ✐♥ &❤❡ .♣❛❝❡ Dp′∨2,−(s′+2)✿
T (t) ◦Xt − T (ǫ) ◦Xǫ = M (ǫ)t +
∫ t
ǫ
(∂iTu) ◦ dA(u)
+
1
2
∑
i,j
∫ t
ǫ
a2ij(u) · (∂ijTu) ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
T (du) ◦Xu ✭✹✳✹✾✮
✇❤❡#❡
(
M
(ǫ)
t
)
ǫ≤t≤1
✐. ❛. ✐♥ &❤❡♦#❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥&❡❣#❛❧ ❛❣❛✐♥.& A ✐. ❞❡✜♥❡❞
❛.✿ ∫ t
ǫ
(∂iTu) ◦XudA(u) = lim
n→∞
∫ t
ǫ
(∂i(ρn ∗ Tu)) (Xu)dA(u) ✭✹✳✺✵✮
7#♦♦❢✳ ❆) ✐♥ ,❤❡ ♣0♦♦❢ ♦❢ ,❤❡♦0❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ✇❡ ✐♥,0♦❞✉❝❡ T (n) = ρn∗T ✐♥ ♦0❞❡0 ❛♣♣❧②
,❤❡ ✉)✉❛❧ ■,= ❢♦0♠✉❧❛ ,♦ ,❤❛, ❢✉♥❝,✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ),✉❞② ,❤❡ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ,❡0♠
✐♥ ,❤❡ ❢♦0♠✉❧❛✳ ❊①❝❡♣, ❢♦0 ,❤❡ ✐♥,❡❣0❛❧ ❛❣❛✐♥), A✱ ❡✈❡0② ,❡0♠ ✐) ❛♥❛❧♦❣✉❡ ,♦ ,❤❛,
✐♥ ,❤❡ ♣0♦♦❢ ♦❢ ,❤❡♦0❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ❛♥❞ )✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ,❤❡ )❛♠❡ 0❡❣✉❧❛0✐,② ❢♦0 X ✇❡
♦❜,❛✐♥ ,❤❡ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡)❡ ,❡0♠) )✐♠✐❧❛0❧②✳ ❋✐♥❛❧❧② ,❤❡ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡
✐♥,❡❣0❛❧ ❛❣❛✐♥), A ✐) ,❤❡♥ ❛✉,♦♠❛,✐❝✳
❚❤❡ ♣0♦❜❧❡♠ ✇✐,❤ ,❤✐) ✐❞❡❛ ✐) ,❤❛, ✐, ❣✐✈❡) ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐, ✐♥❢♦0♠❛,✐♦♥ ❛❜♦✉, ,❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉0 ♦❢ ,❤❡ ❇❱ ✐♥,❡❣0❛❧ ❛❣❛✐♥), A✳ ❚❤✐) ♠❛② ❜❡ ♣❛0,❧② ❛❞❞0❡))❡❞ ,♦ ✐❢ ✇❡
♠❛❦❡ ♦♥❡ ❡①,0❛ ❛))✉♠♣,✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ,❤❛, ❢♦0 )♦♠❡ q > (p′)∗✿
sup
∑
k
∥∥Auk+1 − Auk∥∥Sq,s′ <∞ ✭✹✳✺✶✮
✇❤❡0❡ p ✐) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✹✳✸✮ ❛♥❞ ,❤❡ )✉♣ ✐) ,❛❦❡♥ ♦✈❡0 ❛❧❧ ,❤❡ ♣❛0,✐,✐♦♥) ♦❢ [ǫ, 1]✳ ■♥❞❡❡❞
✇❡ ,❤❡♥ ❤❛✈❡ ,❤❡✿
▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳✷✳✶✳ ❯♥❞❡# ❤②♣♦&❤❡.❡. ✭✹✳✸✮✱ ✭✹✳✹✽✮ ❛♥❞ ✭✹✳✺✶✮✱
∫ t
ǫ
(∂iTu) ◦XudA(u) = lim
n→∞
∫ t
ǫ
(∂i(ρn ∗ Tu)) (Xu)dA(u) ✭✹✳✺✷✮
✐. ❣✐✈❡♥ ❛. &❤❡ ❧✐♠✐& ♦❢ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘✐❡♠❛♥♥ .✉♠✿∑
k
((∂iTuk) ◦Xuk) ·
(
Auk+1 − Auk
)
✭✹✳✺✸✮
7#♦♦❢✳ ❙❛♠❡ ,❡❝❤♥✐M✉❡ ❛) ❢♦0 ,❤❡ ♣0♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✹✳✶✳✶✳✻✳
❖❢ ❝♦✉0)❡✱ ❛) ✐♥ ,❤❡ ♣0❡✈✐♦✉) ♣❛❛0❛❣0❛♣❤✱ ♦♥❡ ♠❛② ♥♦,✐❝❡ ,❤❛, ✐, ✐) )✉✣❝✐❡♥, ,♦
♣0♦✈❡ ,❤❡ ❝♦♥✈❡0❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❜✉, ♦♥❡ ,❡0♠✱ ♦♥❡ ♠❛② ♦❜,❛✐♥ ♠♦0❡ ♣0❡❝✐)❡ 0❡)✉❧,)✳
✾✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
✹✳✶✳✸ ❚❤❡ ❝❛)❡ ✇❤❡+❡ Tt ✐) +❛♥❞♦♠
▲❡$ X ❜❡ ❛' ✐♥ '❡❝$✐♦♥ ✹✳✶✳✶ ❛♥❞ '✉♣♣♦'❡ $❤❛$ Tt ✐' ❛ S ′✲✈❛❧✉❡❞ 6❛♥❞♦♠ ♣6♦❝❡''
✇✐$❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛6✐❛$✐♦♥'✱ ❛❞❛♣$❡❞ $♦ $❤❡ ✜❧$6❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❇6♦✇♥✐❛♥ ♠♦$✐♦♥ W ✱
'✉❝❤ $❤❛$ ❢♦6 ❡✈❡6② r > 1 ❛♥❞ ❡✈❡6② ✐♥$❡❣❡6 k ≤ [s′]✿
∫ t
0
‖Ts‖rDr,k(S∞,s′−k)ds <∞ ✭✹✳✺✹✮
❚❤❡♥ $❤❡ '❛♠❡ ✇❡❛❦ ■$F ❢♦6♠✉❧❛ ❛' ✐♥ $❤❡♦6❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ❤♦❧❞'✳ ❚❤✐' ✐' ♣6♦✈❡❞ ❜②
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ♣6♦♦❢ ♦❢ $❤❡♦6❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ❜✉$ ✉'✐♥❣ $❤❡♦6❡♠ ✸✳✺✳✵✳✷✵ ✐♥'$❡❛❞ ♦❢ $❤❡♦6❡♠
✸✳✷✳✵✳✶✺✳ ■♥❞❡❡❞ ❤②♣♦$❤❡'✐' ✹✳✺✹ ✇❛' ❞❡'✐❣♥❡❞ ❡①❛❝$❧② '♦ $❤❛$ ❧❡♠♠❛ ✸✳✺✳✵✳✷✵ ♠❛②
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
✹✳✷ ❆♥ ■&' ✲ ❲❡♥&③❡❧❧ ❢♦/♠✉❧❛
■♥ $❤✐' '❡❝$✐♦♥ ✇❡ '$✉❞② $❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ Tt ◦Xt ✇❤❡6❡ Xt ✐' ❛ 6❡❣✉❧❛6✱ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡6❛$❡
♣6♦❝❡'' ♦❢ $❤❡ $②♣❡ ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ Tt ✐' ❛ S ′✲✈❛❧✉❡❞ '❡♠✐✲♠❛6$✐♥❣❛❧❡✳ ▼♦6❡ ♣6❡❝✐'❡❧②✱
✉'✐♥❣ $❤❡ 6❡'✉❧$' ❢6♦♠ '❡❝$✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣6♦✈❡ ❛♥ ❡①$❡♥'✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ■$F✲❲❡♥$③❡❧❧
❢♦6♠✉❧❛ ✭'❡❡✱ ❢♦6 ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✹✵❪✮✳ ❲❡ '$✐❝❦ $♦ $❤❡ ❝❛'❡ ✇❤❡6❡ $❤❡ ❞✐♠❡♥'✐♦♥ ✐' N = 1
❢♦6 '✐♠♣❧❡6 ♥♦$❛$✐♦♥ ❜✉$ $❤❡6❡ ✐' ♥♦ ❞✐✣❝✉❧$② ✐♥ ❡①$❡♥❞✐♥❣ $❤❡ 6❡'✉❧$'✳
❲❡ '✉♣♣♦'❡ $❤❛$ X ✈❡6✐✜❡' ❤②♣♦$❤❡'❡' ✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮✳ ❲❡ ❛❧'♦ ✐♥$6♦❞✉❝❡
$✇♦ $✐♠❡✲❝♦♥$✐♥♦✉'✱ ❞✐'$6✐❜✉$✐♦♥✲✈❛❧✉❡❞ ♣6♦❝❡''❡'✿
Dt, Vt ∈
⋂
k<[s]
(
D∞−,k
(S∞,−(s−k)) ∩ D∞−,k
(
Wα,−(s−k−N
α
)
))
✭✹✳✺✺✮
❍❡6❡ ✇❡ '✉♣♣♦'❡ $❤❛$ α ✐' '✉❝❤ $❤❛$ {s} > N
α
❀ ✐' s ✐' ❛♥ ✐♥$❡❣❡6 ✇❡ ♦♥❧② '✉♣♣♦'❡✿
Dt, Vt ∈
⋂
k<[s]
D∞−,k
(S∞,−(s−k)) ✭✹✳✺✻✮
❲❡ '✉♣♣♦'❡ $❤❛$ $❤❡'❡ ♣6♦❝❡''❡' ❛6❡ ❛❞❛♣$❡❞ $♦ $❤❡ ✜❧$6❛$✐♦♥ ♦❢ W ✳ ❚❤❡♥ ✇❡
♠❛② ❞❡✜♥❡ ❛♥ S∞,−s✲✈❛❧✉❡❞ '❡♠✐♠❛6$✐♥❣❛❧❡ ❜② ❛♥ ✐♥✐$✐❛❧ ✈❛❧✉❡ T0 ∈ S∞,−s ❛♥❞ $❤❡
❡S✉❛$✐♦♥✿
dTt = Dtdt+ VtdWt ✭✹✳✺✼✮
✇❤❡6❡ $❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡❛♥' $❤❛$ ❢♦6 ❛♥② φ ∈ S✿
〈Tt, φ〉 = 〈T0, φ〉+
∫ t
0
〈Ds, φ〉 ds+
∫ t
0
〈Vs, φ〉 dWs ✭✹✳✺✽✮
✹✳✸✳ ❆◆ ❆◆❚■❈■(❆❚■❱❊ ❱❊❘❙■❖◆ ✾✶
✇❤✐❝❤ ✐& ❛ (❡❣✉❧❛( &❡♠✐♠❛(.✐♥❣❛❧❡ ✐♥ R✳ ❋♦( ♠♦(❡ ❞❡.❛✐❧& ❛❜♦✉. .❤❡ ❝♦♥&.(✉❝.✐♦♥
♦❢ &✉❝❤ ♦❜❥❡❝.&✱ &❡❡✱ ❢♦( ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✼✻❪ ♦( ❬✸✾❪✳ ■. ✐& .❤❡♥ ❡❛&✐❧② ✈❡(✐✜❡❞ .❤❛.✿
Tt ∈
⋂
k<[s]
D∞−,k
(S∞,−(s−k)) ✭✹✳✺✾✮
❛♥❞ ❛❧❧ .❤❡ t 7→ ‖Tt‖D∞−,k(S∞,−(s−k)) ❛(❡ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡(❡ ❛❧&♦ ✐& ❛ &✐♠✐❧❛( (❡&✉❧. ❢♦(
.❤❡ D∞−,k
(
Wα,−(s−k−N
α
)
)
&♣❛❝❡&✳
❲❡ ♥♦✇ &.❛.❡ ♦✉( (❡&✉❧.✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✷✳✵✳✶ ✭❲❡❛❦ ■.K✲❲❡♥.③❡❧❧ ❢♦(♠✉❧❛✮✳ ❯♥❞❡$ %❤❡ ❤②♣♦%❤❡*❡* ✭✹✳✺✺✮✱
✭✹✳✺✮✱ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮✱ ❢♦$ ❛♥② p′ > p ❛♥❞ s′ > s✱ ❢♦$ ❛♥② ǫ > 0✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢♦$♠✉❧❛ ❤♦❧❞* ✐♥ Dp′∨2,−(s′+2)✿
T (t) ◦Xt − T (ǫ) ◦Xǫ = M (ǫ)t +
∫ t
ǫ
b(u) · (∂xTu) ◦Xudu
+
1
2
∫ t
ǫ
σ(u)2 · (∂xxTu) ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
Du ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
σ(u) · ∂xVu ◦Xudu ✭✹✳✻✵✮
✇❤❡$❡
(
M
(ǫ)
t
)
ǫ≤t≤1
✐* ❛ ✇❡❛❦ ♠❛$%✐♥❣❛❧❡ ♦♥ %❤❡ ❲✐❡♥❡$ *♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ✐♥ %❤❡ *❡♥*❡ ♦❢
❞✐✈❡$❣❡♥❝❡* ✇❡ ❤❛✈❡✿
M
(ǫ)
t =
∫ t
ǫ
[b(u) · (∂xTu) ◦Xu + Vu ◦Xu] dW ju ✭✹✳✻✶✮
?$♦♦❢✳ ❲❡ ✉&❡ .❤❡ &❛♠❡ ♠❡.❤♦❞ ❛& ❢♦( .❤❡ ♣(♦♦❢ ♦❢ .❤❡♦(❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶✱ ❡①❝❡♣. .❤❛.
✇❡ ✉&❡ .❤❡♦(❡♠ ✸✳✺✳✵✳✷✵ ✐♥&.❡❛❞ ♦❢ .❤❡♦(❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ✭✹✳✺✺✮ ❤❛&
❜❡❡♥ ✇(✐..❡♥ &♦ .❤❛. .❤❡♦(❡♠ ✸✳✺✳✵✳✷✵ ❛❧✇❛②& ❛♣♣❧✐❡& ❞✐(❡❝.❧②✱ &♦ .❤❡(❡ ✐& ♥♦ ❡①.(❛
❞✐✣❝✉❧.②✳
✹✳✸ ❆♥ ❛♥&✐❝✐♣❛&✐✈❡ ✈❡,-✐♦♥
■♥ .❤✐& &❡❝.✐♦♥ ✇❡ &.✐❧❧ ❝♦♥&✐❞❡( ❛ S ′✲✈❛❧✉❡❞ ♣❛.❤ Tt ❛♥❞ ❛ ♣(♦❝❡&&✿
Xt = X0 +
∫ t
0
budu+
∫ t
0
σudWu ✭✹✳✻✷✮
✾✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❜✉$ ✇❡ ❛❧❧♦✇ X0 $♦ ❜❡ ❛ *❛♥❞♦♠ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦$ 0✉♣♣♦0❡ $❤❛$ b ♦* σ ❛*❡
❛❞❛♣$❡❞ $♦ $❤❡ ❇*♦✇♥✐❛♥ ✜❧$*❛$✐♦♥ ❛♥②♠♦*❡ ✭0♦ $❤❡ 0$♦❝❤❛0$✐❝ ✐♥$❡❣*❛❧0 ❤❛✈❡ $♦ ❜❡
✉♥❞❡*0$♦♦❞ ❛0 ❞✐✈❡*❣❡♥❝❡0✮✳ ❲❡ 0$✉❞② ✉♥❞❡* ✇❤✐❝❤ ❤②♣♦$❤❡0❡0 ♦♥ $❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥
*❡❣✉❧❛*✐$② ♦❢ X0✱ b ❛♥❞ σ ✇❡ ♠❛② 0$✐❧❧ ✇*✐$❡ ❛ ✇❡❛❦ ✭❛♥$✐❝✐♣❛$✐✈❡✮ ■$A ❢♦*♠✉❧❛ ❛0
✐♥ $❤❡ ♣*❡✈✐♦✉0 0❡❝$✐♦♥✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ *❡❝❛❧❧ ❛ ❢❡✇ ♣♦✐♥$0 ❛❜♦✉$ ❛♥$✐❝✐♣❛$✐✈❡ 0$♦❝❤❛0$✐❝ ❝❛❧❝✉❧✉0✳ ❲❡ ❞♦
♥♦$ ♣*❡$❡♥❞ $♦ ♣*♦✈✐❞❡ ❛ ❢✉❧❧ ✐♥$*♦❞✉❝$✐♦♥ $♦ $❤❛$ $♦♣✐❝❀ ✐♥0$❡❛❞ ✇❡ ♦♥❧② ✐♥$*♦❞✉❝❡
$❤❡ ♥♦$❛$✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛♥❞ ✇❡ *❡❢❡* $♦ ❬✺✸❪ ❛♥❞ $❤❡ *❡❢❡*❡♥❝❡0 $❤❡*❡✐♥ ❢♦* ❞❡$❛✐❧0✳
❋✐*0$✱ ❢♦* 1 < p <∞ ✇❡ ✐♥$*♦❞✉❝❡ $❤❡ 0♣❛❝❡ Lp,1 ♦❢ $❤♦0❡ ♣*♦❝❡00❡0 0✉❝❤ $❤❛$✿
‖u‖p
L1,p
:= E
[∫ 1
0
|ut|pdt
]
+ E
[∫ ∫
s≤t
|Dsut|pdsdt
]
<∞ ✭✹✳✻✸✮
❚❤❡♥ ❢♦* 1 < q ≤ p ✇❡ ✐♥$*♦❞✉❝❡ $❤❡ 0♣❛❝❡0 Lq+p,1✱ *❡0♣✳ Lq−p,1 ♦❢ $❤♦0❡0 ♣*♦❝❡00❡0
u ∈ Lp,1 0✉❝❤ $❤❛$ $❤❡*❡ ❡①✐0$0 ❛ ♣*♦❝❡00 D+u✱ *❡0♣✳ D−u 0✉❝❤ $❤❛$ ❢♦* ❡✈❡*② t✿
lim
n→∞
∫ 1
0
sup
s<t≤(s+ 1
n
)∧1
E
[|Dsut − (D+u)s|p] ds = 0 ✭✹✳✻✹✮
*❡0♣✿
lim
n→∞
∫ 1
0
sup
(s− 1
n
)∨0≤t<s
E
[|Dsut − (D−u)s|p] ds = 0 ✭✹✳✻✺✮
❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♥♦$❡✿ L
q
p,1 = L
q+
1,p∩Lq−p,1✳ ❚♦ ❛❝M✉✐*❡ ❛♥ ✐♥$✉✐$✐♦♥ ❛❜♦✉$ $❤❛$ ♥♦$✐♦♥✱ ❧❡$ ✉0
♥♦$❡ $❤❛$ ✐❢ u ✐0 ❛ ♣*♦❝❡00 0✉❝❤ $❤❛$ (s, t) 7→ Dsut ✐0 ❝♦♥$✐♥✉♦✉0 ♦♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉*❤♦♦❞
♦❢ $❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ $❤❡♥✿ (D+u)t = Dtut = (D
−u)t✳ ❍♦✇❡✈❡* $❤❛$ ❝♦♥$✐♥✉✐$② ♣*♦♣❡*$②
❞♦❡0 ♥♦$ ❤♦❧❞ ❢♦* ♠❛♥② ♣*♦❝❡00❡0 ✇❤✐❝❤ ❛*❡ ♦❢ ✐♥$❡*❡0$❀ ❢♦* ❡①❛♠♣❧❡ $❤❡*❡ ✐0 $❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✸✳✵✳✷✳ ❈♦♥#✐❞❡' (❤❡ ♣'♦❝❡## ✭✹✳✻✷✮ ❛♥❞ #✉♣♣♦#❡ (❤❛(✿
• X0 ∈ D2,1❀
• b ∈ D2,2(H)❀
• σ ∈ L2,1✳
❚❤❡♥ u ∈ L22,1 ❛♥❞✿
(D−X)t = DtX0 +
∫ t
0
Dtbrdr +
∫ t
0
DtσrdWr ✭✹✳✻✻✮
(D+X)t = (D
−X)t + σt ✭✹✳✻✼✮
✹✳✸✳ ❆◆ ❆◆❚■❈■(❆❚■❱❊ ❱❊❘❙■❖◆ ✾✸
❆❧$♦✱ ✐♥ ❬✺✸❪ ✭♦- ✐♥ .❤❡ ♦-✐❣✐♥❛❧ ❬✺✹❪✮✱ ✐. ✐$ ♣-♦✈❡❞ .❤❛. ✐❢ F ✐$ ❛ C2 ❢✉♥❝.✐♦♥ ❛♥❞
✐❢ ♦♥❡ ❛$$✉♠❡$ ❡♥♦✉❣❤ -❡❣✉❧❛-✐.② ♦♥ b ❛♥❞ σ✱ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■.? ❢♦-♠✉❧❛ ❤♦❧❞$✿
f(Xt) = f(X0)
+
∫ t
0
(
bsf
′(Xs) +
1
2
σ2sf
′′(Xs)
)
ds
+
∫ t
0
σsf
′(Xs)dWs
+
∫ t
0
(D−X)sσsf ′′(Xs)ds ✭✹✳✻✽✮
❍❡-❡ .❤❡ ❇-♦✇♥✐❛♥ .❡-♠ ✐$ ❛ ❞✐✈❡-❣❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛❧$♦ ♥♦.❡ .❤❛. .❤❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥
.❤❡ ✉$✉❛❧ ■.? ❢♦-♠✉❧❛ ❛♥❞ .❤✐$ ❛♥.✐❝✐♣❛.✐✈❡ ♦♥❡ ❧✐❡$ ♦♥❧② ✐♥ .❤❡ ❧❛$. .❡-♠✳ ❋✐♥❛❧❧②
✐. ✐$ ✐♥.❡-❡$.✐♥❣ .♦ ♥♦.✐❝❡ .❤❛. .❤✐$ .❡-♠ ✐♥ .❤❡ ♦♥❡ ✇✐.❤ ❧❡❛$. ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ -❡❣✉❧❛-✐.②✳
❚❤❡♥ ❜② .❤❡ $❛♠❡ ♠❡.❤♦❞$ ❛$ ✐♥ .❤❡ ♣-❡✈✐♦✉$ $❡❝.✐♦♥ ✇❡ ♣-♦✈❡ .❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✸✳✵✳✸ ✭❆♥.✐❝✐♣❛.✐✈❡ ✇❡❛❦ ■.? ❢♦-♠✉❧❛✮✳ ▲❡" T ∈ Sq,−δ✳ ❈♦♥'✐❞❡* "❤❡
♣*♦❝❡'' ✭✹✳✻✷✮✱ ✇✐"❤ "❤❡ ❤②♣♦"❤❡'❡' "❤❛" ❢♦* ❡✈❡*② p✿∫ ∫
s≤t
E
[∣∣∣(Id+ L) δ+32 Dsσt∣∣∣p] dsdt < ∞ ✭✹✳✻✾✮∫ ∫
s≤t
E
[∣∣∣(Id+ L) δ+22 Dsbt∣∣∣p] dsdt < ∞ ✭✹✳✼✵✮∫ 1
0
∥∥∥∥ 1Σt
∥∥∥∥
p
dt < ∞ ✭✹✳✼✶✮
✇❤❡*❡ Σ ✐' "❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛"*✐① ♦❢ Xt✳ ❚❤❡♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞' ✐♥ "❤❡ '♣❛❝❡ Dq,−δ✿
T ◦Xt = T ◦X0
+
∫ t
0
(
bs · T ′ ◦Xs + 1
2
σ2s · T ′′ ◦Xs
)
ds
+
∫ t
0
σs · T ′ ◦XsdWs
+
∫ t
0
(D−X)sσs · T ′′ ◦Xsds ✭✹✳✼✷✮
@*♦♦❢✳ ❚❤❡ ♠❡.❤♦❞ ✐$ ❡①❛❝.❧② .❤❡ $❛♠❡ ❛$ ✐♥ .❤❡ ♣-❡✈✐♦✉$ ♣❛-❛❣-❛♣❤ $♦ ✇❡ ♦♥❧②
♠❡♥.✐♦♥ ❛ ❢❡✇ ♥♦.❡✇♦.❤② ❞✐✛❡-❡♥❝❡$✳
❋✐-$. $✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧❧♦✇ X0 .♦ ❜❡ ❛ ✭♥♦♥❞❡❣❡♥❡-❛.❡✮ -❛♥❞♦♠ ✈❛-✐❛❜❧❡ ♦✉- ❢♦-♠✉❧❛
♠❛② ✐♥✈♦❧✈❡ ✐♥.❡❣-❛❧$ $.❛-.✐♥❣ ❢-♦♠ 0 -❛.❤❡- .❤❛♥ $♦♠❡ ǫ✳
✾✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❙❡❝♦♥❞ ✇❡ ❝❛♥♥♦* ❧✐❢* *❤❡ ❇0♦✇♥✐❛♥ ✭❞✐✈❡0❣❡♥❝❡✮ *❡0♠ ✐♥*♦ ❛ ♠❛0*✐♥❣❛❧❡ 6✐♥❝❡
σ ✐6 ♥♦* ❛❞❛♣*❡❞✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡ ✐♥6*❡❛❞ ♦❢ *❤❡ ❇✉0❦❤♦❧❞❡0✲❉❛✈✐❡6✲●✉♥❞② ✐♥❡@✉❧✐*✐❡6
✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ *♦ ✉6❡ *❤❡ ❞✐✈❡0❣❡♥❝❡ ✐♥❡@✉❛✐❧*②✿
‖δu‖Dp,s ≤ ‖u‖Dp,s+1(H) ✭✹✳✼✸✮
❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♥♦*❡ *❤❛* ♦✉0 ❤②♣♦*❤❡6❡6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ *❛✐❧♦0❡❞ 6♦ *❤❛* D−X ❤❛6 ❡♥♦✉❣❤
✭✐❡ δ + 3✮ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ 0❡❣✉❧❛0✐*②✳
✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ (♦ (❤❡ -♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ❛ ❙❉❊
■♥ *❤✐6 ♣❛0❛❣0❛♣❤ ✇❡ ❣✐✈❡ ❝♦♥❞✐*✐♦♥6 ♦♥ *❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*6 ♦❢ ❛ 6*♦❝❤❛6*✐❝ ❞✐✛❡0❡♥✲
*✐❛❧ ❡@✉❛*✐♦♥ ❢♦0 ✐*6 6♦❧✉*✐♦♥ *♦ ❜❡ 0❡❣✉❧❛0 ✐♥ *❤❡ 6❡♥6❡ ♦❢ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉6 ❛♥❞
✉♥✐❢♦0♠❧② ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡0❛*❡✳ ❚❤✐6 ❛❧❧♦✇6 ✉6 *♦ ❞❡0✐✈❡ ✉♥❞❡0 ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❞✐*✐♦♥6 ♦♥ *❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥*6 ♦❢ ❛♥ ❙❉❊ ✇❤✐❝❤ ❛0❡ 6✉✣❝✐❡♥* *♦ ❛♣♣❧② *❤❡ ✇❡❛❦ ■*K ❢♦0♠✉❧❛ ✭♦0 ✐*6
❡①*❡♥6✐♦♥6✮ *♦ ✐*6 ✉♥✐@✉❡ 6*0♦♥❣ 6♦❧✉*✐♦♥✳
✹✳✹✳✶ ❋$❛❝'✐♦♥❛❧ $❡❣✉❧❛$✐'② ♦❢ '❤❡ 2♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❉❊
❲❡ ✐♥*0♦❞✉❝❡ *❤❡ ❍O❧❞❡0 6♣❛❝❡6 Cs✳ ■❢ s ✐6 ❛♥ ✐♥*❡❣❡0✱ *❤❡♥ Cs 6✐♠♣❧② ✐6 *❤❡
6♣❛❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢✉♥❝*✐♦♥6 ✇✐*❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡0✐✈❛*✐✈❡6 ♦❢ *♦*❛❧ ♦0❞❡0 ❧❡66 *❤❛♥ s✳
❖*❤❡0✇✐6❡ ✇0✐*❡ s = [s] + {s}❀ *❤❡♥ Cs ✐6 *❤❡ 6♣❛❝❡ ♦❢ *❤♦6❡ ❢✉♥❝*✐♦♥6 ✐♥ C [s]
✇✐*❤ ❛❧❧ ❞❡0✐✈❛*✐✈❡6 ♦❢ *♦*❛❧ ♦0❞❡0 [s] ❜❡✐♥❣ {s}✲❤♦❧❞❡0✐❛♥✳ ❚❤❡6❡ 6♣❛❝❡6 ❛0❡ ❝❧♦6❡❧②
0❡❧❛*❡❞ *♦ *❤❡ S♦✐66♦♥ 6❡♠✐✲❣0♦✉♣ (Πt)✱ ❝❢ ❬✻✼❪✳ ▲❡* ✉6 0❡❝❛❧❧ ❛ ❢❡✇ ❢❛❝*6 ❛❜♦✉* *❤✐6
6❡♠✐✲❣0♦✉♣✳
❋✐06* ❢♦0 t > 0 ✇❡ ✐♥*0♦❞✉❝❡ *❤❡ ❢✉♥❝*✐♦♥6✿
πt(x) =
∫
RN
e−2iπy·x · e−2π|y|tdy
=
Γ(n+1
2
)
π
n+1
2
· t
(|x|2 + t2)n+12 ✭✹✳✼✹✮
❛♥❞ ❢♦0 f ∈ C0b ✇❡ 6❡*✿
(Πtf)(x) = (πt ∗ f)(x) ✭✹✳✼✺✮
❚❤❡♥ Πt ❞❡✜♥❡6 ❛ 6❡♠✐❣0♦✉♣ ♦♥ C
0
b ✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❥♦②6 *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣0♦♣❡0*②✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✹✳✶✳✶✳ ▲❡" f ∈ L∞ ❛♥❞ 0 < s < 1✳ ❚❤❡♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛/❡ ❡0✉✐✈❛❧❡♥"✿
• f ∈ Cs❀
•
∥∥∥∂(Πtf)∂t ∥∥∥ = O(t−1+s)❀
✹✳✹✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❚❍❊ ❙❖▲❯❚■❖◆ ❖❋ ❆ ❙❉❊ ✾✺
• ❋♦" ❡✈❡"② 1 ≤ i ≤ N ✿
∥∥∥∂(Πtf)∂xi
∥∥∥ = O(t−1+s)
❲❡ ❛❧&♦ ✐♥*+♦❞✉❝❡ *❤❡ &♣❛❝❡ C0,s ♦❢ *❤♦&❡ ❢✉♥❝*✐♦♥& ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, T ]×RN ✇❤✐❝❤
❛+❡ Cs ✐♥ &♣❛❝❡ ✉♥✐❢♦+♠❧② ✐♥ *✐♠❡✱ ✇✐*❤ *❤❡ ♥♦+♠✿
‖f‖C0,s = sup
0≤t≤T
‖f(t, ·)‖Cs ✭✹✳✼✻✮
❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥&✐❞❡+ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ N ✲❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❛❧ &*♦❝❤❛&*✐❝ ❞✐✛❡+❡♥*✐❛❧ ❡A✉❛*✐♦♥✿
dXt = b(t,Xt)ds+ σ(t,Xt)dWt ✭✹✳✼✼✮
X0 = x ✭✹✳✼✽✮
✇✐*❤ b : R+ × RN → RN ❛♥❞ σ : R+ × RN → RN ⊗ Rd ❛♥❞ W *❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
❇+♦✇♥✐❛♥ ♠♦*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ d✲❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❛❧ ❲✐❡♥❡+ &♣❛❝❡✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡&✉❧* ✐& ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✻❪✱ ❬✺✸❪ ♦+ ❬✺✻❪✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✹✳✶✳✷✳ ❈♦♥)✐❞❡" ,❤❡ ),♦❝❤❛),✐❝ ❞✐✛❡"❡♥,✐❛❧ ❡2✉❛,✐♦♥ ✭✹✳✼✼✮ ❛♥❞ )✉♣✲
♣♦)❡ ,❤❛, b ❛♥❞ σ ❛"❡ ✐♥ C0,k ❢♦" )♦♠❡ T ✳ ❚❤❡♥ ❢♦" ❛♥② p > 1 ❛♥❞ ❛♥② t ≥ 0✱
Xt ∈ Dp,k ❛♥❞ ,❤❡"❡ ❡①✐),) ❛ ❝♦♥),❛♥, C ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ p✱ k ❛♥❞ ,❤❡ C0,k ♥♦"♠)
♦❢ b ❛♥❞ σ )✉❝❤ ,❤❛,✿ ∥∥∥∥ sup
0≤t≤T
|(Id+ L)k/2Xt|
∥∥∥∥
Lp
≤ eCT
❘❡♠❛$❦ ✹✳✹✳✶✳✶✳ ■♥ ❢❛❝, ✐, ✐) )✉✣❝✐❡♥, ,❤❛, b ❛♥❞ σ ❜❡ C0,k−1 ✇✐,❤ ✉♥✐❢♦"♠❧②
❧✐♣)❝❤✐,③ ❞❡"✐✈❛,✐✈❡) ♦❢ ♦"❞❡" k − 1✳
F"♦♦❢✳ ❈❧❛&&✐❝ ❛♥❞ ♦♠✐**❡❞✱ ❝❢✱ ❢♦+ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬✺✸❪✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡ *❤✐& *♦ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✹✳✶✳✸✳ ❈♦♥)✐❞❡" ,❤❡ ),♦❝❤❛),✐❝ ❞✐✛❡"❡♥,✐❛❧ ❡2✉❛,✐♦♥ ✭✹✳✼✼✮ ❛♥❞ )✉♣✲
♣♦)❡ ,❤❛, b ❛♥❞ σ ❛"❡ ✐♥ C0,s ❢♦" )♦♠❡ T ❛♥❞ )♦♠❡ s ≥ 1✳ ❚❤❡♥ ❢♦" ❛♥② p > 1✱
s′ < s ❛♥❞ ❛♥② t ≥ 0✱ Xt ∈ Dp,s′ ❛♥❞ ,❤❡"❡ ❡①✐), ❝♦♥),❛♥,) A ❛♥❞ B ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧②
♦♥ p✱ s✱ s′ ❛♥❞ ,❤❡ C0,s ♥♦"♠) ♦❢ b ❛♥❞ σ )✉❝❤ ,❤❛,✿
‖Xt‖Dp,s′ ≤ A exp(B(‖b‖C0,s + ‖σ‖C0,s) · t) ✭✹✳✼✾✮
F"♦♦❢✳ ❲❡ &*✐❝❦ *♦ *❤❡ ❝❛&❡ d = N = 1 ❞✉+✐♥❣ *❤❡ ♣+♦♦❢✱ ❜✉* *❤❡ ❣❡♥❡+❛❧ ❝❛&❡
✐♥❝❧✉❞❡& ♥♦ ♦*❤❡+ ❞✐✣❝✉❧*② *❤❛♥ *❡❞✐♦✉& ♥♦*❛*✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦*❡ [s] = k ❛♥❞ {s} = α✳
❲❡ &✉♣♣♦&❡ α > 0✱ ♦*❤❡+✇✐&❡ ♦✉+ +❡&✉❧* ✐& ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ *❤❡♦+❡♠ ✹✳✹✳✶✳✷✳ ❲❡ ♥♦*❡
*❤❛* *❤❡ ❢❛❝* *❤❛* s ≥ 1 ✐♠♣❧✐❡& *❤❡ ❡①✐&*❡♥❝❡ ❛♥❞ *❤❡ ✉♥✐❝✐*② ♦❢ ❛ &*+♦♥❣ &♦❧✉*✐♦♥
*♦ *❤❡ ❙❉❊✳
✾✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❲❡ $❡❝❛❧❧ (❤❛( Π ❞❡♥♦(❡- (❤❡ .♦✐--♦♥ ❦❡$♥❡❧❀ ❢♦$ τ > 0 ✇❡ ✐♥($♦❞✉❝❡ (❤❡ ❢✉♥❝✲
(✐♦♥- στ ❛♥❞ bτ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿
στ (t, ·) = (Πτσ)(t, ·) ✭✹✳✽✵✮
✇✐(❤ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉♦✉- ❞❡✜♥✐(✐♦♥ ❢♦$ bτ ✳ ❋♦$ τ > 0 (❤❡-❡ ❢✉♥❝(✐♦♥- ❤❛✈❡ ❜♦✉♥❞❡❞
❞❡$✐✈❛(✐✈❡- ♦❢ ❛❧❧ ♦$❞❡$❀ ✇❡ $❡❝❛❧❧ (❤❛( ✇❡ ❤❛✈❡ (❤❡ ❡-(✐♠❛(❡-✱ ❝❢ ❬✻✼❪✿
‖στ‖Cl ≤ ‖σ‖Cl ✭✹✳✽✶✮
❢♦$ l ≤ k ❛♥❞
‖στ‖Ck+1 ≤ τ−1+α‖σ‖Cs ✭✹✳✽✷✮
❲❡ ❛❧-♦ ❝♦♥-✐❞❡$ Xτt (❤❡ -♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ -(♦❝❤❛-(✐❝ ❞✐✛❡$❡♥(✐❛❧ ❡K✉❛(✐♦♥ ❛--♦❝✐❛(❡❞
(♦ (❤❡-❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥(-✳ ❲❡ ♠❛② ❛♣♣❧② (❤❡♦$❡♠ ✹✳✹✳✶✳✷ (♦ Xt ❢♦$ k ≤ s✱ ❛♥❞ (♦ (❤❡
Xτt ❢♦$ ❛♥② ✐♥(❡❣❡$ ✭❤❡$❡✿ k + 1✮ ✐❢ τ > 0✳ ▲❡( ✉- ✇$✐(❡✿
∇Xτt =
∫ t
0
σ′τ (s,X
τ
s )∇Xτs dWs +
∫ t
0
b′τ (s,X
τ
s )∇Xτs dWs +
∫ min(t,·)
0
στ (s,X
τ
s )ds
✭✹✳✽✸✮
❛♥❞ ❜② (❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉- ❛♥❛❧♦❣✉❡ (♦ ❋❛❛ ❞✐ ❇$✉♥♦✬- ❢♦$♠✉❧❛✿ ✐❢ k ≥ 1✿
∇k+1Xτt =
∫ t
0
σ(k+1)τ (s,X
τ
s )∇⊗(k+1)Xτs dWs +
∫ t
0
σ′τ (s,X
τ
s )∇k+1Xτs dWs
+
∫ t
0
b(k+1)τ (s,X
τ
s )∇⊗(k+1)Xτs ds+
∫ t
0
b′τ (s,X
τ
s )∇k+1Xτs ds
+
∫ t
0
P (s,X)dWs +
∫ t
0
Q(s,X)ds+
∫ min(t,·)
0
R(s,X)ds ✭✹✳✽✹✮
✇❤❡$❡ P ✱ Q ❛♥❞ R ❛$❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧- ✐♥ (❤❡ -♣❛❝❡ ❞❡$✐✈❛(✐✈❡- ♦❢ ♦$❞❡$ ❧❡-- (❤❛♥ k ♦❢
bτ ❛♥❞ στ ❛♥❞ ✐♥ (❤❡ ∇⊗lXτt ❢♦$ l ≤ k ✐♥ (❤❡ -❡♥-❡ ♦❢ (❡♥-♦$ ♣$♦❞✉❝(-✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱
❛♣♣❧②✐♥❣ (❤❡ ❇✉$❦❤♦❧❞❡$ ❉❛✈✐- ●✉♥❞② ✐♥❡K✉❛❧✐(②✱ (❤❡♦$❡♠ ✹✳✹✳✶✳✷ ❛♥❞ ❍W❧❞❡$✬-
(❤❡♦$❡♠ ♦♥❡ ❣❡(-✿∥∥∥∥ sup
0≤u≤t
|∇k+1Xτu |
∥∥∥∥
p
Lp
≤ f(t)+τ−1+αg(t)+
∫ t
0
(‖b‖C1+‖σ‖C1)p
∥∥∥∥ sup
0≤u≤s
|∇k+1Xτu |
∥∥∥∥
p
Lp
ds
✭✹✳✽✺✮
✇❤❡$❡ f ❛♥❞ g ❛$❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❜♦✉♥❞- ♦❢ (❤❡ (②♣❡ exp(C(‖b‖C0,s + ‖σ‖C0,s)✳ ◆♦✇
❛♣♣❧②✐♥❣ ●$♦♥✇❛❧❧✬- ❧❡♠♠❛ ❧❡❛❞- (♦ ❛ ♠❛❥♦$✐③❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ (②♣❡✿
‖ sup
0≤u≤t
|∇k+1Xτu |‖pLp ≤ (1 + τ (−1+α)p exp(C(‖b‖C0,s + ‖σ‖C0,s) · t) ✭✹✳✽✻✮
✹✳✹✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❚❍❊ ❙❖▲❯❚■❖◆ ❖❋ ❆ ❙❉❊ ✾✼
❛♥❞ ✐❢ 0 < α′ < α✿∫ 1
0
τ−1+(1−α
′)p‖ sup
0≤u≤t
|∇k+1Xτu |‖pLpdτ ≤ A · exp(B(‖b‖C0,s + ‖σ‖C0,s) · t) ✭✹✳✽✼✮
◆♦✇ ✇❡ ♥❡❡❞ 1♦ ❝♦♥13♦❧ ∂τ∇kXτt ✳ ❲❡ ♥♦1❡ 1❤❛1✱ 8✐♥❝❡ s ≥ 1✱ 1❤❡ ♣3♦♣❡31✐❡8 ♦❢
1❤❡ :♦✐88♦♥ ❦❡3♥❡❧ ❣✉❛3❛♥1❡❡ 1❤❡ ❞✐✛❡3❡♥1✐❛❜✐❧✐1② ♦❢ bτ ❛♥❞ στ ✐♥ τ 1♦❣❡1❤❡3 ✇✐1❤ ❛
✉♥✐❢♦3♠ ❝♦♥13♦❧ ♦♥ 1❤❡8❡ ❞❡3✐✈❛1✐✈❡8✳ ❚❤❡3❡❢♦3❡ 1❤❡ 1❤❡♦3② ♦❢ 81♦❝❤❛81✐❝ ✢♦✇8 ✭❝❢
❬✹✵❪ ♦3 ❬✸✽❪✱ 1❤❡ 3❡8✉❧18 ❣❡♥❡3❛❧✐③❡ ❡❛8✐❧② 1♦ ♣3♦❝❡88❡8 ✇✐1❤ ✈❛❧✉❡8 ✐♥ ❍✐❧❜❡31 8♣❛❝❡8✮
♣3♦✈❡8 1❤❡ ❡①✐81❡♥❝❡ ♦❢ ∂τ
(∇kXτt ) ❛♥❞ 1❤❛1 1❤❡ ❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥8 ❜❡❧♦✇ ❛3❡ ✈❛❧✐❞✳
❙1❛31✐♥❣ ❢3♦♠ ✭✹✳✽✹✮ ❛♥❞ 3❡♣❧❛❝✐♥❣ k + 1 ❜② k ✇❡ ✜♥❞ ❛ 81♦❝❤❛81✐❝ ❞✐✛❡3❡♥1✐❛❧
❡N✉❛1✐♦♥ ✈❡3✐✜❡❞ ❜② ∂τ∇kXτt ✳ ❋✐381✿
∂τ
∫ t
0
σ(k)τ (s,X
τ
s )∇⊗kXτs dWs =
∫ t
0
[
∂τσ
(k)
τ (s,X
τ
s ) + σ
(k+1)
τ (s,X
τ
s )∂τX
τ
s
]∇⊗kXτs dWs
+ k
∫ t
0
σ(k)τ (s,X
τ
s )∇⊗(k−1)Xτs ⊗ ∂τ∇Xτs dWs ✭✹✳✽✽✮
❛♥❞
∂τ
∫ t
0
σ′τ (s,X
τ
s )∇kXτs dWs =
∫ t
0
[∂τσ
′
τ (s,X
τ
s ) + σ
′′
τ (s,X
τ
s )∂τX
τ
s ]∇kXτs dWs
+
∫ t
0
σ′τ (s,X
τ
s )∂τ∇kXτs dWs ✭✹✳✽✾✮
❚❤❡3❡ ❛❧8♦ ❛3❡ 8✐♠✐❧❛3 ▲❡❜❡8❣✉❡ ✐♥1❡❣3❛❧8 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ b✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜1❛✐♥ 1❤❡ ❢♦3♠✿
∂τX
τ
t =
∫ t
0
[
σ(k+1)τ (s,X
τ
s )∂τX
τ
s∇⊗kXτs + σ′τ (s,Xτs )∂τ∇kXτs
]
dWs
+
∫ t
0
[
b(k+1)τ (s,X
τ
s )∂τX
τ
s∇⊗kXτs + b′τ (s,Xτs )∂τ∇kXτs
]
ds
+
∫ t
0
P (s,X)dWs +
∫ t
0
Q(s,X)ds+
∫ min(t,·)
0
R(s,X)ds ✭✹✳✾✵✮
✇❤❡3❡ P ✱ Q ❛♥❞ R ❛3❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧8 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ 1❡3♠8 ♦❢ ♦3❞❡3 ❛1 ♠♦81 k − 1 ✐♥
τ ✲❞❡3✐✈❛1✐✈❡8 ❡♥❞ ❛1 ♠♦81 k ✐♥ 8♣❛❝❡ ❛♥❞ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❞❡3✐✈❛1✐✈❡8✱ 8♦ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ 1❤❡ ❇✉3❦❤♦❧❞❡3 ❉❛✈✐8 ●✉♥❞② ✐♥❡N✉❛❧✐1②✱ 1❤❡♦3❡♠ ✹✳✹✳✶✳✷✱ ❍X❧❞❡3✬8
1❤❡♦3❡♠ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ●3♦♥✇❛❧❧✬8 ❧❡♠♠❛ ✇❡ ♦❜1❛✐♥✿∥∥∥∥ sup
0≤u≤t
|∂τ∇kXuτ |
∥∥∥∥
p
Lp
≤ (1 + τ (−1+α)p) exp(C(‖σ‖C(0,s) + ‖b‖C(0,s))) ✭✹✳✾✶✮
✾✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❛♥❞ ❢♦' 0 < α′ < α✿∫ 1
0
τ−1+(1−α
′)p
∥∥∥∥ sup
0≤u≤t
|∂τ∇kXuτ |
∥∥∥∥
p
Lp
dτ ≤ A exp(B(‖b‖C0,s + ‖σ‖C0,s) · t) ✭✹✳✾✷✮
❇② 0❤❡ ❞❡✜♥✐0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ '❡❛❧ ✐♥0❡'♣♦❧❛0✐♦♥ 7♣❛❝❡7✱ ♥♦0✐♥❣ s′ = k + α′ 0❤✐7 ②✐❡❧❞7✿
Xt ∈ Dp,s′ ❛♥❞✿
‖Xt‖Dp,s′ ≤ A exp(B(‖b‖C0,s + ‖σ‖C0,s) · t) ✭✹✳✾✸✮
❚❤✐7 ❡♥❞7 0❤❡ ♣'♦♦❢✳
❘❡♠❛$❦ ✹✳✹✳✶✳✷✳ ❍❡"❡ ❛$ ♦♣♣♦$❡❞ (♦ (❤❡♦"❡♠ ✹✳✹✳✶✳✷ ✇❡ ❞♦ ♥♦( ♦❜(❛✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦"♠
♠❛❥♦"✐③❛(✐♦♥✳ ❚❤✐$ ✐$ ❜❡❝❛✉$❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦( ❞✐✛❡"❡♥(✐❛(❡ (❤❡ $✉♣ ✇✐(❤ "❡❣❛"❞ (♦ τ ✳
✹✳✹✳✷ ❆ $✉✣❝✐❡♥+ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❢♦/ +❤❡ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡/❛❝② ♦❢ +❤❡
$♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❉❊
❲❡ ♥♦✇ 70❛0❡ ❛ ❝♦♥❞✐0✐♦♥ ❢♦' 0❤❡ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡'❛❝② ♦❢ 0❤❡ 7♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ 70♦❝❤❛70✐❝
❞✐✛❡'❡♥0✐❛❧ ❡B✉❛0✐♦♥ ✭✹✳✼✼✮✳ ❲❡ 7✉♣♣♦7❡ 0❤❛0 σ ∈ C0,s ❢♦' 7♦♠❡ s ≥ 2 ❛♥❞ 0❤❛0
β ∈ C0,1✳ ❚❤❡♥ ♦✉' 70♦❝❤❛70✐❝ ❞✐✛❡'❡♥0✐❛❧ 7♦❧✉0✐♦♥ ❤❛7 ❛ ✉♥✐B✉❡ 70'♦♥❣ 7♦❧✉0✐♦♥✳
❲❡ ♥♦0❡ k = [s]✳ ❋♦' 1 ≤ j ≤ d ❧❡0 ✉7 ❝♦♥7✐❞❡' 0❤❡ ✈❡❝0♦' ✜❡❧❞7 ♦♥ RN ✇❤✐❝❤
❛'❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿ Vj = σ·,j∂xj ✳ ▲❡0 L0 ❜❡ 0❤❡ 7❡0 ❝♦♥0❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ 0❤❡ Vj❀ ❞❡✜♥❡ ❜②
'❡❝✉''❡♥❝❡ Li+1 0❤❡ 7❡0 ❝♦♥0❛✐♥✐♥❣ 0❤❡ [Vj, Z] ✇❤❡'❡ Z ∈ Li✳ ❍❡'❡ [·, ·] ✐7 0❤❡
❝♦♠♠✉0❛0♦' ♦❢ 0✇♦ ✈❡❝0♦' ✜❡❧❞7✳ ❚❤❡ Li ❛'❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦' i ≤ k✳ ❆❞❛♣0✐♥❣ 0❤❡
♣'♦♦❢ ❢'♦♠ ❬✶✺❪ ✇❡ 70❛0❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✹✳✷✳✶✳ ❙✉♣♣♦$❡ (❤❛( ❢♦" $♦♠❡ n ≤ k − 2 (❤❡"❡ ❡①✐$($ c > 0 $✉❝❤ (❤❛(
❢♦" ❛❧❧ ξ ∈ SN−1✿
n∑
i=0
∑
Z∈Lk
〈ξ, Z〉 (0, x) > c ✭✹✳✾✹✮
❙✉♣♣♦$❡ ❛❧$♦ (❤❛( σ ∈ C(β,n+2) ❢♦" $♦♠❡ β > 0✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ Σt ✐$ (❤❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♠❛("✐①
♦❢ Xt✱ ❡$(✐♠❛(❡$ ♦❢ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (②♣❡ ❤♦❧❞ ❢♦" t > 0✿∥∥∥∥ 1Σt
∥∥∥∥
Lp
≤ C · 1
tν
· eKt ✭✹✳✾✺✮
❍❡"❡ C✱ ν ❛♥❞ K ❛"❡ ❝♦♥$(❛♥($ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦( ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t✳ ■♥ ♣❛"(✐❝✉❧❛"✿∫ T
ǫ
∥∥∥∥ 1Σt
∥∥∥∥
p
Lp
dt <∞ ✭✹✳✾✻✮
❚❤❡ ♣'♦♦❢ ✐7 ❡♥0✐'❡❧② ❝♦♥0❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ❲❡ 7✐♠♣❧② ❛❝❝❡♣0 0♦ ❝♦♣❡ ✇✐0❤ ❛ 0❤❡✲
♦'❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐7 ♠♦'❡ 0❡❞✐♦✉7 0♦ 70❛0❡ ❛7 ✇❡ ♣❛② ♠♦'❡ ❛00❡♥0✐♦♥ 0♦ 0❤❡ ♦'❞❡'7 ♦❢
❞✐✛❡'❡♥0✐❛❜❧✐0②❀ ✐♥ 7♦ ❞♦✐♥❣ ✇❡ ❛✈♦✐❞ 0♦ 7✉♣♣♦7❡ 0❤❛0 0❤❡ ✈♦❧❛0✐❧✐0② ✐7 C0,∞✳
✹✳✹✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆ ❚❖ ❚❍❊ ❙❖▲❯❚■❖◆ ❖❋ ❆ ❙❉❊ ✾✾
✹✳✹✳✸ ❲❡❛❦ ■() ❢♦,♠✉❧❛ ❢♦, (❤❡ 1♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❉❊
❲❡ ♥♦✇ ❝♦♠❜✐♥❡ *❤❡ ,❡-✉❧*- ✐♥ *❤❡ *✇♦ ♣,❡✈✐♦✉- ♣❛,❛❣,❛♣❤- *♦ ♦❜*❛✐♥ *,❛❝*❛❜❧❡
-✉✣❝✐❡♥* ❝♦♥❞✐*✐♦♥- ✇❤✐❝❤ ❧❡* ✉- ❛♣♣❧② *❤❡ ✇❡❛❦ ■*9 ❢♦,♠✉❧❛ *♦ *❤❡ -♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡
-*♦❝❤❛-*✐❝ ❞✐✛❡,❡♥*✐❛❧ ❡<✉❛*✐♦♥ ✭✹✳✼✼✮✳
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✹✳✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& &❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&$ ♦❢ &❤❡ $&♦❝❤❛$&✐❝ ❞✐✛❡0❡♥&✐❛❧ ❡2✉❛✲
&✐♦♥ ✭✹✳✼✼✮ ❛0❡ ✐♥ C(0,s) ❢♦0 $♦♠❡ s > 2 ❛♥❞ ❧❡& k = [s]✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& &❤❡ ❍♦0♠❛♥✲
❞❡0 ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✭✹✳✾✹✮ ❤♦❧❞$ ❢♦0 $♦♠❡ n ≤ k− 2 ❛♥❞ &❤❛& σ ∈ C(β,n+2)✳ ❚❤❡♥ ✐❢ T ✐$
❛ ♣❛&❤ ✇✐&❤ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛0✐❛&✐♦♥$ ✐♥ Sp,−(s−1) &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■&B ❢♦0♠✉❧❛ ❤♦❧❞$✿
Tt ◦Xt − Tǫ ◦Xǫ = M ǫt +
∑
i
∫ t
ǫ
bi(u,Xu) · (∂iTu) ◦Xudu
+
1
2
∑
i,j
∫ t
ǫ
aij(u,Xu) · (∂ijTu) ◦Xudu
+
∫ t
ǫ
T (du) ◦Xu ✭✹✳✾✼✮
❛♥❞ ✐♥ &❤❡ $❡♥$❡ ♦❢ ❞✐✈❡0❣❡♥❝❡$✿
M
(ǫ)
t =
∑
j
∫ t
ǫ
∑
i
[bi(u,Xu) · (∂iTu) ◦Xu] dW ju ✭✹✳✾✽✮
❖❢ ❝♦✉,-❡✱ *❤❡♦,❡♠ ✹✳✶✳✶✳✷ ❛❧-♦ ❡①*❡♥❞- ✐♥*♦ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✹✳✸✳✷✳ ▲❡& X ❛♥❞ T ❜❡ ❛$ ✐♥ &❤❡ ♣0❡✈✐♦✉$ &❤❡♦0❡♠✳ ❈♦♥$✐❞❡0 &✇♦
❢✉♥❝&✐♦♥$ bY , σY ∈ C(0,s) ❛♥❞ ❧❡& Y ❜❡ &❤❡ ♦♥❧② $&0♦♥❣ $♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ $&♦❝❤❛$&✐❝
❞✐✛❡0❡♥&✐❛❧ ❡2✉❛&✐♦♥✿
dYt = b(t, Yt)dt+ σ(t, Yt)dWt ✭✹✳✾✾✮
Y0 = y ✭✹✳✶✵✵✮
❋✐♥❛❧❧② ❧❡& f ∈ BV (Cs)✳ ❚❤❡♥ &❤❡ ■&B ❢♦0♠✉❧❛ ❤♦❧❞$ ❢♦0✿
f(t, Yt) · Tt ◦Xt ✭✹✳✶✵✶✮
▲❡* ✉- ♥♦*❡ *❤❛* ✇❡ ❞♦ ♥♦* ♥❡❡❞ *♦ ♠❛❦❡ ❛♥② ❛--✉♠♣*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡,❛❝②
♦❢ Y ✳
✶✵✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
✹✳✺ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ,♦ ♦,❤❡( ❡①,❡♥*✐♦♥* ♦❢ ,❤❡ ■,2 ❢♦(✲
♠✉❧❛
✹✳✺✳✶ ❊①&❡♥)✐♦♥) ♦❢ &❤❡ ❋♦❧❧♠❡1✲31♦&&❡1✲❙❤✐1②❛❡✈ &②♣❡
❲❡ $%❛'% ❜② $❤♦✇✐♥❣ %❤❛% ❢'♦♠ ♦✉' ■%4 ❢♦'♠✉❧❛✱ ✇❡ ❝❛♥ '❡❝♦✈❡' ❛ ❢♦'♠✉❧❛ ♦❢ %❤❡
%②♣❡ ♦❢ %❤❡ ❋♦❧❧♠❡'✲<'♦%%❡'✲❙❤✐'②❛❡✈ ❢♦'♠✉❧❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✵❪✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✶✳✶ ✭❋C❧❧♠❡'✲<'♦%%❡'✲❙❤✐'②❛❡✈ ❢♦'♠✉❧❛✮✳ ▲❡" f ❜❡ ❛ ❞✐✛❡(❡♥"✐❛❜❧❡
❢✉♥❝"✐♦♥ /✉❝❤ "❤❛" Df ∈ L2loc
(
R
N ,RN
)
❛♥❞ ❧❡" W ❜❡ ❛ N ✲❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❛❧ ❇(♦✇♥✐❛♥
♠♦"✐♦♥✳ ❚❤❡♥✿
f(Wt) = f(0) +
N∑
i=1
∂if(Ws)dWs +
1
2
· [f ′(W ),W ]t ✭✹✳✶✵✷✮
✇❤❡(❡ "❤❡ 8✉❛❞(❛"✐❝ ❝♦✈❛(✐❛❛"✐♦♥ [f ′(W ),W ] ✐/ ❞❡✜♥❡❞ ❛/ "❤❡ ❧✐♠✐" ♦❢ ❘✐❡♠❛♥♥
/✉♠/✿
[f ′(W ),W ]t =
N∑
i=1
lim
n→∞
n∑
k=1
(
f ′(W k
n
)− f ′(W k−1
n
)
)
·
(
W k
n
−W k−1
n
)
✭✹✳✶✵✸✮
◆♦✇✱ $✉♣♣♦$❡ %❤❛% ✇❡ ❛'❡ ✐♥ %❤❡ $❡%%✐♥❣ ♦❢ %❤❡♦'❡♠ ✹✳✹✳✸✳✶✳ ❙✉♣♣♦$❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐✲
%✐♦♥✱ %❤❛% Tt ❤❛$ ✈❛❧✉❡$✱ $❛②✱ ✐♥ Sp,1 ♦' ✐♥ W p,1✳ ❚❤❡♥✱ %❤❡ Tt ❛♥❞ ✐%$ ✜'$% ♦'❞❡'
❞❡'✐✈❛%✐✈❡$ ❛'❡ ♣'♦♣❡' ❢✉♥❝%✐♦♥$ ✇✐%❤ ❛% ❧❡❛$% Lp '❡❣✉❧❛'✐%② $♦ %❤❡ ■%4 ❢♦'♠✉❧❛ '❡❛❞$✿
T (t,Xt)− T (ǫ,Xǫ) =
∑
i
∫ t
ǫ
bi(u,Xu) · ∂iT (u,Xu)du
+
∑
j
∫ t
ǫ
∑
i
[bi(u,Xu) · ∂iT (u,Xu)] dW ju
+
∫ t
ǫ
T (du,Xu)
+
1
2
∑
i,j
∫ t
ǫ
aij(u,Xu) · (∂ijTu) ◦Xudu ✭✹✳✶✵✹✮
■♥ %❤❡ ❡L✉❛%✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❧② %❤❡ %❡'♠$ ✐♥ %❤❡ ❧❛$% ❧✐♥❡ ❛'❡ ❞✐$%'✐❜✉%✐♦♥$ ♦♥ %❤❡
❲✐❡♥❡' $♣❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ %❤❡ ♦%❤❡' ❛'❡ ♣'♦♣❡' '❛♥❞♦♠ ✈❛'✐❛❜❧❡$✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ ♦♥❡
❡①♣❡❝%$ %❤❛% ✐% ✐$ ♣♦$$✐❜❧❡ %♦ ❧❡% ǫ %❡♥❞ %♦ ✵✱ ❛♥❞ %♦ '❡❝♦✈❡' ❛ ✉$✉❛❧ ✭❢✉♥❝%✐♦♥❛❧✮
■%4 ❢♦'♠✉❧❛ ✐♥ %❤✐$ ❝❛$❡✳ ❆❧$♦✱ ✐% $❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦$$✐❜❧❡ %♦ ✐❞❡♥%✐❢② %❤❡ ❞✐$%'✐❜✉%✐♦♥
%❡'♠ ❛❜♦✈❡ ✇✐%❤ %❤❡ L✉❛❞'❛%✐❝ ❝♦✈❛'✐❛%✐♦♥ %❡'♠ ✐♥ %❤❡ ❋C❧❧♠❡'✲<'♦%%❡'✲❙❤✐'②❛❡✈
❢♦'♠✉❧❛✳
✹✳✺✳ ❈❖▼&❆❘■❙❖◆ ❚❖ ❖❚❍❊❘ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❖❋ ❚❍❊ ■❚1 ❋❖❘▼❯▲❆ ✶✵✶
❋✐$%&✱ ✇❡ ♣$♦✈❡ &❤❛& &❤✐% ❤♦❧❞% ✐♥❞❡❡❞ ✐♥ &❤❡ ✉♥✐❢♦$♠❧② ❡❧❧✐♣&✐❝ ❝❛%❡✱ ✐❡ ✐❢ &❤❡
❢✉♥❝&✐♦♥ a ✐% ✉♥✐❢♦$♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢$♦♠ ❜❡❧♦✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❬✸✺❪ ✐& ✐% ♣$♦✈❡❞ &❤❛& ✉♥❞❡$
&❤✐% ❝♦♥❞✐&✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐❢ &❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥&% b ❛♥❞ σ ❛$❡ C∞b ✉♥✐❢♦$♠❧② ✐♥ &✐♠❡✱ &❤❡♥ &❤❡
♣$♦❝❡%% Xt ❤❛% ❛ %♠♦♦&❤ ❞❡♥%✐&② pXt(y) ✇❤✐❝❤ ✈❡$✐✜❡%✿
c−1t−N/2 exp
(
−c‖y − x‖
2
t
)
≤ pXt(y) ≤ C−1t−N/2 exp
(
−C‖y − x‖
2
t
)
✭✹✳✶✵✺✮
❍❡$❡✱ c ❛♥❞ C ❛$❡ &✇♦ ❝♦♥%&❛♥&%✱ ❛♥❞ ✇❡ $❡❝❛❧❧ &❤❛& X0 = x ❛✳%✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ❜②
&❛❦✐♥❣ ❛ ❝❧♦%❡ ❧♦♦❦ ❛& ❑♦❤❛&%✉✲❍✐❣❛✬% ♣$♦♦❢✱ ♦♥❡ ♥♦&✐❝❡% &❤❛& &❤❡ ♠♦%& ✐$$❡❣✉❧❛$
❞✐%&$✐❜✉&✐♦♥% ♣❧❛②✐♥❣ ❛ $♦❧❡ ❛$❡ ♦❢ &❤❡ &②♣❡ δ′y ◦ Xt✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ &❤❡ ♣$♦♦❢ ✐% %&✐❧❧
✈❛❧✐❞ ✐❢ b ❛♥❞ σ ❛$❡ %✉❝❤ &❤❛& &❤❡%❡ ❞✐%&$✐❜✉&✐♦♥% ❛$❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❘❡❝❛❧❧ &❤❛& &❤❡
❉✐$❛❝ ♠❛%% δy ✐% ✐♥ &❤❡ %♣❛❝❡ S1+ǫ,− Nǫ
1+ǫ
❢♦$ ❛♥② ǫ✳ ❘❡❝❛❧❧ ❛❧%♦ &❤❛& &❤❡ ✉♥✐❢♦$♠
❡❧❧✐♣&✐❝✐&② ❤②♣♦&❤❡%✐% ✐♠♣❧✐❡% ✉♥✐❢♦$♠ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡$❛❝② ♦❢ &❤❡ ♣$♦❝❡% X✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱
❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &❤❡ ♣$♦♦❢ ❜② ❑♦❤❛&%✉✲❍✐❣❛ ❛♥❞ ✉%✐♥❣ &❤❡♦$❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✸ ✇❡ ❡①&❡♥❞ ❤✐%
$❡%✉❧& &♦ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷ ✭❉❡♥%✐&② ❝♦♥&$♦❧ ✉♥❞❡$ ✉♥✐❢♦$♠ ❡❧❧✐♣&✐❝✐&②✮✳ ▲❡" Xt ❜❡ "❤❡ %"&♦♥❣
%♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❙❉❊
dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt ✭✹✳✶✵✻✮
X0 = x ✭✹✳✶✵✼✮
✇❤❡&❡ b, σ ∈ C0,2+ǫ ❛♥❞ a ✐% ✉♥✐❢♦&♠❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❢&♦♠ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡♥ Xt ❛❞♠✐"% ❛
❝♦♥"✐♥✉♦✉% ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥%✐"② pXt ❛" ❡❛❝❤ t > 0 ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛%✿
c−1t−N/2 exp
(
−c‖y − x‖
2
t
)
≤ pXt(y) ≤ C−1t−N/2 exp
(
−C‖y − x‖
2
t
)
✭✹✳✶✵✽✮
❢♦& %♦♠❡ ❝♦♥%"❛♥"% c, C✳
❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✶✳✶✳ ❇❡❝❛✉%❡ ♦❢ "❤❡ ✉♥✐❢♦&♠ ❡❧❧✐♣"✐❝✐"② ✇❡ ❞♦ ♥♦" ♥❡❡❞ "♦ ❛%%✉♠❡ "❤❛"
"❤❡ ❝♦❡✜❝✐❡♥"% ❛&❡ ❍>❧❞❡& ✐♥ "✐♠❡ ❛% ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ "❤❡♦&❡♠ ✹✳✹✳✸✳✶ ❛% "❤✐% ❤②♣♦"❤❡%✐%
✇❛% ✉%❡❞ ♦♥❧② "♦ ♣&♦✈❡ "❤❡ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡&❛❝②✳ ❆❧%♦✱ ✐❢ ✇❡ %✉♣♣♦%❡ ♠♦&❡ %♣❛❝❡ &❡❣✉✲
❧❛&✐"② ♦♥ "❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥"%✱ "❤❡♥ "❤❡ Xt ❤❛✈❡ ♠♦&❡ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ &❡❣✉❧❛&✐"② ❛❝❝♦&❞✐♥❣ "♦
"❤❡♦&❡♠ ✹✳✹✳✶✳✸✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ pXt ❤❛% ♠♦&❡ &❡❣✉❧❛&✐"② ❜❡❝❛✉%❡ ♦❢ "❤❡♦&❡♠ ✸✳✹✳✵✳✶✽
❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✶✳✷✳ ❯♥❞❡& "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥% ♦❢ "❤❡♦&❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷ ❢♦& ❛❧❧ t > 0 Xt ❤❛%
❢✉❧❧ %✉♣♣♦&"✳
❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥♦&❤❡$ $❡%✉❧& ♦❢ &❤❡ %❛♠❡ &②♣❡ ✳ ■♥ ❬✹✷❪✱ %❡❝&✐♦♥% ■❱✳✶✶ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
&❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❡%✉❧& ✐% ❣✐✈❡♥✿
✶✵✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✶✳✸ ✭❋✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ -♦❧✉+✐♦♥ +♦ ❛ ♣❛1❛❜♦❧✐❝ ❈❛✉❝❤② ♣1♦❜❧❡♠✮✳ ❈♦♥✲
$✐❞❡( ❛ $❡❝♦♥❞ ♦(❞❡( ♣❛(❛❜♦❧✐❝ ♦♣❡(❛.♦( P(t, x, ∂t, ∂x) ♦♥ ]0, T [×RN ✳ ❙✉♣♣♦$❡ .❤❛.✱
❢♦( $♦♠❡ 0 < α < 1 .❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.$ ♦❢ P ❛(❡ ❥♦✐♥.❧② α
2
✲❍:❧❞❡( ✐♥ .✐♠❡ ❛♥❞ α✲❍:❧❞❡(
✐♥ $♣❛❝❡✳ ▲❡. 0 < τ < t❀ ξ ∈ RN ✳ ❚❤❡♥ ❢♦( τ ≤ t ≤ T .❤❡(❡ ❡①✐$.$ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥.❛❧
$♦❧✉.✐♦♥ Z .♦ .❤❡ ❡?✉❛.✐♦♥✿
P(t, x, ∂t, ∂x)Zτ,ξ(t, x) = δτ ⊗ δξ ✭✹✳✶✵✾✮
✇❤✐❝❤ ✐$ ❝♦♥.✐♥✉♦✉$ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ x ❢♦( ❛♥② t✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ .❤❡(❡ ❡①✐$✐.$ ❛ ♥✉♠❜❡(
C > 0 $✉❝❤ .❤❛. Z ✈❡(✐✜❡$✿
|Zτ,ξ(t, x)| ≤ C · 1
(t− τ)−N2
· exp
(
−C |x− ξ|
2
t− τ
)
✭✹✳✶✶✵✮
❚❤❡ -❛♠❡ 1❡❢❡1❡♥❝❡ ❛❧-♦ ♣1♦✈✐❞❡- ❡-+✐♠❛+❡- ❢♦1 -♠❛❧❧ ✭❢1❛❝+✐♦♥❛❧✮ ♦1❞❡1 ❞❡1✐✈❛✲
+✐✈❡- ♦❢ Z✳ ❚❤❡ ✉♥✐❝✐+② ♦❢ +❤❡ ❈❛✉❝❤② ♣1♦❜❧❡♠ ✐- ❛❞1❡--❡❞ +♦ -❡♣❛1❛+❡❧② ✐♥ +❤❡
-❛♠❡ ❜♦♦❦✳ ◆♦✇✱ ❝♦♥-✐❞❡1 +❤❡ ❙❉❊ ✭✹✳✶✵✻✱ ✹✳✶✵✼✮ ❛♥❞ -✉♣♣♦-❡ +❤❛+ ✐+- ❝♦❡✣❝✐❡♥+-
❛1❡ ▲✐♣-❝❤✐+③ ✐♥ -♣❛❝❡ ❛♥❞ α✲❍L❧❞❡1 ✐♥ +✐♠❡ ❢♦1 -♦♠❡ α > 0✳ ❚❤❡♥ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞
♦✉1 ❙❉❊ ❛❞♠✐+- ❛ ✉♥✐M✉❡ -+1♦♥❣ -♦❧✉+✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥ +❤❡ ♦+❤❡1 ❤❛♥❞ +❤❡ ♣❛1❛❜♦❧✐❝ ♦♣✲
❡1❛+♦1 ❛--♦❝✐❛+❡❞ +♦ +❤❡ ❙❉❊ ✈❡1✐✜❡- +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥- ♦❢ +❤❡♦1❡♠ ✹✳✺✳✶✳✸✳ ❚❤❡1❡❢♦1❡
Xt ❤❛- +♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥+✐♥✉♦✉- ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡♥-✐+② ❛+ ❛♥② t > 0 ✇❤✐❝❤ ✈❡1✐✜❡- ❛
♠❛❥♦1✐③❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❛❜♦✈❡ +②♣❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✶✳✹ ✭❉❡♥-✐+② ❡①✐-+❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥+1♦❧ ✇✐+❤♦✉+ ✉♥✐❢♦1♠ ❡❧❧✐♣+✐❝✐+②✮✳ ▲❡.
Xt ❜❡ .❤❡ $.(♦♥❣ $♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❙❉❊ ✭✹✳✶✵✻✱ ✹✳✶✵✼✮ ✇❤❡(❡ b, σ ❛(❡ α✲❍:❧❞❡( ✐♥ .✐♠❡
❢♦( $♦♠❡ α > 0 ❛♥❞ ▲✐♣$❝❤✐.③ ✐♥ $♣❛❝❡✳ ❚❤❡♥ Xt ❛❞♠✐.$ ❛ ❝♦♥.✐♥✉♦✉$ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞
❞❡♥$✐.② pXt ❛. ❡❛❝❤ t > 0 ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛$✿
pXt(y) ≤ C ·
1
(t− τ)−N2
· exp
(
−C |x− ξ|
2
t− τ
)
✭✹✳✶✶✶✮
❢♦( $♦♠❡ ❝♦♥$.❛♥. C > 0✳
❲❡ ♥♦+❡ +❤❛+ ❛❧+❤♦✉❣❤ +❤❡ -❡❝♦♥❞ +❤❡♦1❡♠ -❡❡♠- ❡❛-✐❡1 +♦ ❛♣♣❧②✱ ✐+ ❞♦❡- ♥♦+
❜♦✉♥❞ +❤❡ ❞❡♥-✐+② ❢1♦♠ ❜❡❧♦✇✳
❲❡ ♥♦✇ ♣1♦✈❡ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✶✳✺✳ ❙✉♣♣♦$❡ .❤❛. Tt ✐$ ❛ ❇❱ ♣❛.❤ .❛❦✐♥❣ ✈❛❧✉❡$ ✐♥ Sp,1 ✭♦( Wp,1✮
❢♦( $♦♠❡ p ≥ 2 ❛♥❞ .❤❛. X ✈❡(✐✜❡$ .❤❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥$ ♦❢ ❡✐.❤❡( .❤❡♦(❡♠ ✹✳✺✳✶✳✸ ♦(
✹✳✺✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥ ✐. ♠❛❦❡$ $❡♥$❡ .♦ ❧❡. ǫ .❡♥❞ .♦ 0 ✐♥ ❢♦(♠✉❧❛ ✭✹✳✶✵✹✮
V(♦♦❢✳ ❲❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ +♦ ♣1♦✈❡ +❤❛+ ❡✈❡1② ✐♥+❡❣1❛❧ ✐- ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Lp ❛- ǫ +❡♥❞-
+♦ 0✳ ▼♦1❡ ♣1❡❝✐-❡❧②✱ ✇❡ ♣1♦✈❡ +❤❡ Lp ❝♦♥✈❡1❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡1② ✐♥+❡❣1❛❧ ❡①❝❡♣+ +❤❡ ♦♥❡
✹✳✺✳ ❈❖▼&❆❘■❙❖◆ ❚❖ ❖❚❍❊❘ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❖❋ ❚❍❊ ■❚1 ❋❖❘▼❯▲❆ ✶✵✸
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞✐*+,✐❜✉+✐♦♥* ♦♥ +❤❡ ❲✐❡♥❡, *♣❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❡❧❡♠❡♥+❛,② ❛❧❣❡❜,❛✱ +❤✐*
✐♥+❡❣,❛❧ ❤❛* +♦ ❝♦♥✈❡,❣❡✱ +♦♦✳
❚❤❡ ♣,♦♦❢ ♦❢ +❤❡ ❝♦♥✈❡,❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡,② +❡,♠ ,❡❧✐❡* ♦♥ ✐❞❡❛* *✐♠✐❧❛, +♦ +❤♦*❡ ✇❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ +❤❡ ♣,♦♦❢ ♦❢ +❤❡♦,❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶✳ ❋♦, ❡①❛♠♣❧❡✱∥∥∥∥
∫ t
0
b(u,Xu)∂iT (u,Xu)du
∥∥∥∥
Lp
≤ ‖b‖∞
∫ t
0
‖∂iT (u,Xu)‖Lpdu ✭✹✳✶✶✷✮
❛♥❞
‖∂iT (u,Xu)‖pLp =
∫
RN
|∂iT (u, x)|ppXu(x)dx ✭✹✳✶✶✸✮
*♦ ✜♥❛❧❧②∥∥∥∥
∫ t
0
b(u,Xu)∂iT (u,Xu)du
∥∥∥∥
Lp
≤ ‖b‖∞
∫ t
0
‖pXu‖∞‖1/p∂i(u, ·)‖Lpdu ✭✹✳✶✶✹✮
◆♦✇ u 7→ ‖∂i(u, ·)‖Lp ✐* ❝♦♥3✐♥✉♦✉* ❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ 3❤❡ ❤②♣♦3❤❡*❡* ♦♥ T ❛♥❞ ‖pXu‖∞
✐* ❝♦♥3:♦❧❡❞ ❜② 3❤❡♦:❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷✱ *♦ ✜♥❛❧❧② 3❤✐* ❧❛*3 ✐♥3❡❣:❛❧ ✐* ✜♥✐3❡✳ ❚❤❡:❡❢♦:❡ ✇❡
♠❛② ❛♣♣❧② 3❤❡ ❞♦♠✐♥❛3❡❞ ❝♦♥✈❡:❣❡♥❝❡ 3❤❡♦:❡♠ 3♦ ♦❜3❛✐♥ ♦✉: ❝♦♥✈❡:❣❡♥❝❡✳
❚❤❡ ❇:♦✇♥✐❛♥ 3❡:♠ ✐* ❞❡❛❧3 ✇✐3❤ ✐♥ ❛ *✐♠✐❧❛: ✇❛②✱ ✉*✐♥❣ 3❤❡ ❇✉:❦❤♦❧❞❡: ❉❛✈✐❡*
●✉♥❞② 3❤❡♦:❡♠✳ ❋♦: 3❤❡ ❇❱ ✐♥3❡❣:❛❧✱ ♥♦3✐❝❡ 3❤❛3✿
E
[∣∣∣∣
∫ t
0
T (du,Xu)
∣∣∣∣
]
≤
∫ t
0
|T |(du, pXu) ✭✹✳✶✶✺✮
❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✶✳✸✳ ■♥ ❬✹✼❪ ▼♦(❡* ❛♥❞ ◆✉❛❧❛(* ❣✐✈❡ ❛ 3✐♠✐❧❛( (❡3✉❧* ❢♦( ❛ ❣❡♥❡(❛❧
3❡♠✐♠❛(*✐♥❣❛❧❡✳ ❲❡ ♦♥❧② *❤❡ 3♣❡❝✐❛❧✐③❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡✐( (❡3✉❧* *♦ 3♦❧✉*✐♦♥3 ♦❢ ❙❉❊3✱ ❛3
♦❜*❛✐♥✐♥❣ *❤❡ ❡①✐3*❡♥❝❡ ❛♥❞ *❤❡ (❡❣✉❧❛(✐*② ♦❢ ❛ ❞❡♥3✐*② ❢♦( ❛ ❣❡♥❡(❛❧ 3❡♠✐♠❛(*✐♥❣❛❧❡
✐3 ❛ ♠♦(❡ ❞✐✣❝✉❧* ♣(♦❜❧❡♠ *❤❛♥ ❞♦✐♥❣ ✐* ❥✉3* ❢♦( *❤❡ 3♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❉❊✳
❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✶✳✹✳ ■♥ ❬✷✵❪ *❤❡ ♦(❞❡( 2 *❡(♠ ✐3 ❡①♣(❡33❡❞ ❛3 ❛ G✉❛❞(❛❞*✐❝ ❝♦✈❛(✐❛*✐♦♥
(❛*❤❡( *❤❛♥ ❛ D
′
✲✈❛❧✉❡❞ ✐♥*❡❣(❛❧✱ 3♦ ✇❡ ❤❛✈❡ *❤❡ ✐❞❡♥*✐✜❝❛*✐♦♥✿
1
2
∑
i,j
∫ t
0
aij(u,Xu) · (∂ijTu) ◦Xudu = 1
2
[(Df)(X), X]t ✭✹✳✶✶✻✮
❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✶✳✺✳ ❲❡ ♥❡❡❞ *❤❛* p ≥ 2 ❜❡❝❛✉3❡ ✇❡ ❛♣♣❧② *❤❡ ❇✉(❦❤♦❧❞❡( ❉❛✈✐❡3
●✉♥❞② *❤❡♦(❡♠ *♦ *❤❡ ❇(♦✇♥✐❛♥ ✐♥*❡❣(❛❧✳ ❙❡❡ *❤❡ ♣(♦♦❢ ♦❢ *❤❡♦(❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ ❢♦(
❞❡*❛✐❧3✳
❲❡ ♠❛② ❡①3❡♥❞ 3❤❡ ❛❜♦✈❡ :❡*✉❧3 ❛ ❧✐33❧❡ ❜✐3 ✐♥ 3❤❡ *♣❡❝✐✜❝ ❝❛*❡ ✇❤❡:❡ N = 1
❛♥❞ 3❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥3* b ❛♥❞ σ ❛:❡ 3✐♠❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉*✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ ❬✼❪ 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
:❡*✉❧3 ✐* ♣:♦✈❡❞✿
✶✵✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✶✳✻✳ ▲❡" b ∈ C2b (R) ❛♥❞ σ ∈ Cn∨2(R) ❢♦( )♦♠❡ n ∈ N ❛♥❞ x ∈ R
)✉❝❤ "❤❛"✿
σ(x) = · · · = σ(n−1)(x) = 0 ✭✹✳✶✶✼✮
❛♥❞
b(x)σ(n)(x) 6= 0 ✭✹✳✶✶✽✮
▲❡" Xt ❜❡ "❤❡ )♦❧✉"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❙❉❊✿
Xt = x+
∫ t
0
b(Xs)ds+
∫ t
0
σ(Xs)dWs ✭✹✳✶✶✾✮
❚❤❡♥ ❛" ❛❧❧ t > 0✱ Xt ❛❞♠✐") ❛ ❞❡♥)✐"② pXt ∈ C0b (R) )✉❝❤ "❤❛"✿
pXt(x) ≤
C
tn+
1
2
✭✹✳✶✷✵✮
❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✶✳✻✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥) ♦♥ "❤❡ ✈♦❧❛"✐❧✐"② ❡①❛❝"❧② ❡①♣(❡)) ❤②♣♦❡❧❧✐♣"✐❝✐"② ❛)
✐♥ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ ✶ "❤❡ ▲✐❡ ❛❧❣❡❜(❛ ❣❡♥❡(❛"❡❞ ❜② "❤❡ ✈♦❧❛"✐❧✐"② ❢✉♥❝"✐♦♥ ❛♥❞ ✐") ❞❡(✐✈❛✲
"✐✈❡) ✐) ♦❢ ❞✐♠❡♥)✐♦♥ ❛" ♠♦)" ✶✳ ❚❤❡ ❝❛)❡ ✇❤❡(❡ n = 0 ❝♦((❡)♣♦♥❞) "♦ ❡❧❧✐♣"✐❝✐"②✳ ■❢
a = σ2 ✐) ❜♦✉♥❞❡❞ ❢(♦♠ ❜❡❧♦✇✱ ♦♥❡ ❤❛) ✉♥✐❢(♦♠ ❡❧❧✐♣"✐❝✐"②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡) "❤❛" ♦♥❡
♠❛② "❛❦❡ n = 0 ✐ "❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢(❛♠❡✇♦(❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ ❞✐✛❡(❡♥"✐❛❜✐❧✐"② ❝♦♥❞✐"✐♦♥) ♦♥
b ❛♥❞ σ ❛(❡ )❧✐❣❤"❧② ❧❡)) ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✐♥ "❤✐) ❝❛)❡ "❤❛♥ ✐♥ "❤❡♦(❡♠ ✹✳✹✳✸✳✶✱ ❛♥❞ ❡①"(❛
(❡❣✉❧❛(✐"② ♠❛② ❜❡ ♣(♦✈❡♥ ❢♦( "❤❡ ❞❡♥)✐"② ❜② ✉)✐♥❣ "❤❡♦(❡♠ ✸✳✹✳✵✳✶✽✳
❋+♦♠ .❤✐1 +❡1✉❧. ❛♥❞ ♦✉+ ✇❡❛❦ ■.; ❢♦+✉❧❛ ✇❡ +❡❝♦✈❡+ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡1✉❧. ✇❤✐❝❤
✐1 ❝♦♥.❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✼❪✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✶✳✼✳ ▲❡" σ, b ∈ C2b (R)✱ ❧❡" x ∈ R )✉❝❤ "❤❛" b(x)σ(x) 6= 0✱ ❛♥❞ ❧❡" Xt
❜❡ "❤❡ )♦❧✉"✐♦♥ ♦❢✿
Xt = x+
∫ t
0
b(Xs)ds+
∫ t
0
σ(Xs)dWs ✭✹✳✶✷✶✮
❚❤❡♥✱ ❢♦( ❛♥② ❇❱ ♣❛"❤ Tt ✇✐"❤ ✈❛❧✉❡) ✐♥ Sp,1 ✭(❡)♣ W p,1✮ ♦♥❡ ♠❛② ❧❡" ǫ "❡♥❞ "♦
③❡(♦ ✐♥ ❢♦(♠✉❧❛ ✭✹✳✶✵✹✮✳
M(♦♦❢✳ ❙✐♠✐❧❛+❧② .♦ ❛❜♦✈❡ ✇❡ 1.❛+. ✇✐.❤ ♦✉+ ✇❡❛❦ ■.; ❢♦+♠✉❧❛ ❛♥❞ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ .♦
1❤♦✇ .❤❛. ❛❧❧ .❤❡ ✐♥.❡❣+❛❧1 1.❛+.✐♥❣ ❛. 0 ❞♦ ❡①✐1. ✐♥ Lp✳ ❲❡ ♣+♦❝❡❡❞ ❛1 ✐♥ .❤❡ ♣+♦♦❢
♦❢ .❤❡♦+❡♠ ✹✳✺✳✶✳✺ ❛♥❞ ✇❡ ✇+✐.❡✿∥∥∥∥
∫ t
0
b(Xu)∂iT (u,Xu)du
∥∥∥∥
Lp
≤ ‖b‖∞
∫ t
0
‖pXu‖∞‖∂i(u, ·)‖Lpdu ✭✹✳✶✷✷✮
■♥ .❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡J✉❛.✐♦♥✱ .❤❡ ❞❡♥1✐.② ❡①✐1.1 ❛♥❞ .❤❡ +✐❣❤. ❤❛♥❞ 1✐❞❡ ✐♥.❡❣+❛❧ ✐1 ✜♥✐.❡
❜❡❝❛✉1❡ ♦❢ .❤❡♦+❡♠ ✹✳✺✳✶✳✻✳ ❚❤❡ ♦.❤❡+ .❡+♠1 ❛+❡ ❞❡❛❧. ✇✐.❤ 1✐♠✐❧❛+❧②✳
❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✶✳✼✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ❡①♣(❡))❡❞ "❤❡ ❝(♦❝❤❡" ✐♥ "❤❡ ❋♦❧❧♠❡(✲M(♦""❡(✲
❙❤✐(②❛❡✈ ❢♦(♠✉❧❛ ❛) ❛♥ ✐♥"❡❣(❛❧ ✐♥ D
′
✳ n = 0 ✐) ♥❡❡❞❡❞ "♦ ♦❜"❛✐♥ "❤❡ t✲✐♥"❡❣(❛❜✐❧✐"②
♦❢ pXt❀ "❤✐) ✐) ❛ )❧✐❣❤" ✐♠♣(♦✈❡♠❡♥" ♦✈❡( "❤❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦(♠ ❡❧❧✐♣"✐❝✐"② (❡P✉✐(❡❞
✐♥ "❤❡ ♣(❡✈✐♦✉) "❤❡♦(❡♠✳
✹✳✺✳ ❈❖▼&❆❘■❙❖◆ ❚❖ ❖❚❍❊❘ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❖❋ ❚❍❊ ■❚1 ❋❖❘▼❯▲❆ ✶✵✺
✹✳✺✳✷ ❆%♦✉♥❞ *❤❡ ❧♦❝❛❧ *✐♠❡
❘❡"✉❧%" ✐♥ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ ✶
▲❡% (Xt) ❜❡ ❛( ✐♥ %❤❡♦-❡♠ ✹✳✹✳✸✳✶✱ ✇✐%❤ N = 1✳ ■❢ L
K
t (X) ✐( %❤❡ ❧♦❝❛❧ %✐♠❡ ♦❢ %❤❡
♣-♦❝❡(( X ❛% %✐♠❡ t ❛♥❞ ♣♦✐♥% K✱ %❤❡♥ %❤❡ ❚❛♥❛❦❛ ❢♦-♠✉❧❛ -❡❛❞(✿
|Xt −K| − |x−K|
=
∫ t
0
sgn(Xs −K)b(s,Xs)ds+
∫ t
0
sgn(Xs −K)σ(s,Xs)dWs + 1
2
LKt (X)
✭✹✳✶✷✸✮
▼♦-❡♦✈❡- %❤❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ x 7→ |x−K| ✐( ✐♥ Sp,−α ❢♦- ❛♥② α > 1− 1p ❛♥❞ %❤❡ ❢✉♥❝%✐♦♥
x 7→ sgn(x − K) ✐( ✐♥ Sp,−α ❢♦- ❛♥② α > −1p ✳ ❲❡ %❤❡-❡❢♦-❡ ♠❛② ❛♣♣❧② %❤❡♦-❡♠
✹✳✹✳✸✳✶ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜%❛✐♥✿
|Xt −K| − |Xǫ −K|
=
∫ t
ǫ
sgn(Xs −K)b(s,Xs)ds+
∫ t
ǫ
sgn(Xs −K)σ(s,Xs)dWs
+
1
2
∫ t
ǫ
σ(s,Xs)
2δK ◦Xsds ✭✹✳✶✷✹✮
❆( ✐♥ %❤❡ ♣-❡✈✐♦✉( (❡❝%✐♦♥✱ ✐% ✐( %❡♠♣%✐♥❣ %♦ ❧❡% ǫ %❡♥❞ %♦ 0 ✐♥ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ %♦
♦❜%❛✐♥ %❤❡ ✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥✿
LKt (X) =
∫ t
0
σ(s,Xs)
2δK ◦Xsds ✭✹✳✶✷✺✮
✇❤✐❝❤ ✐( ❛ %✐♠❡ ❞✐(✐♥%❡❣-❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❧♦❝❛❧ %✐♠❡ ✐♥ ❛ ♥❡❣❛%✐✈❡ ♦-❞❡- ❙♦❜♦❧❡✈ (♣❛❝❡✱
✐♥ %❤❡ (❡♥(❡ ♦❢ I❡%%✐( ✐♥%❡❣-❛❧(✳ ❚❤❡ -❡(✉❧%( ✐♥ %❤❡ ♣-❡✈✐♦✉( (❡❝%✐♦♥ ❞♦ ♥♦% ❛♣♣❧②
❞✐-❡❝%❧② ❛( %❤❡ ❛❜(♦❧✉%❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ %❤❡ (✐❣♥ ❛-❡ ♥♦% -❡❣✉❧❛- ❡♥♦✉❣❤ ❢✉♥❝%✐♦♥(❀ ✇❡
✇✐❧❧ ❤♦✇❡✈❡- ♣-♦✈❡ %❤❛% (✐♠✐❧❛- ✭❛♥❞ ♠♦-❡ ♣-❡❝✐(❡✮ -❡(✉❧%( ❞♦ ❤♦❧❞✳ ❲❡ (%❛-% ✇✐%❤
%❤❡✿
▲❡♠♠❛ ✹✳✺✳✷✳✶✳ ❈♦♥#✐❞❡' ❛ ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡'❛+❡ X ∈ D∞−,2 ❛♥❞ f ∈ C1b ✳ ❚❤❡♥ +❤❡
/✉❛♥+✐+✐❡# ❜❡❧♦✇ ❛'❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞✿
f(X) · δK ◦X = f(K) · δK ◦X ✭✹✳✶✷✻✮
6'♦♦❢✳ ❋✐-(%✱ (✐♥❝❡ ✇❡ ✇♦-❦ ✐♥ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ 1✱ ✇❡ ♥♦%❡ %❤❛% δK ∈ Sp,−(1− 1
p
)−ǫ ❢♦- ❛♥②
1 < p < ∞ ❛♥❞ ǫ > 0✳ ■♥ ♣❛-%✐❝✉❧❛-✱ ❧❡% ✉( ❝❤♦♦(❡ ǫ (✉❝❤ %❤❛% 1 − 1
p
) − ǫ < 1✳
❚❤❡♥ ❜② %❤❡♦-❡♠ ✸✳✷✳✵✳✶✺ δK ◦X ✐( ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Dp,−(1− 1
p
)−ǫ✳ ❆❧(♦ ❜② %❤❡ ❝❤❛✐♥
✶✵✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
#✉❧❡ f(X) ∈ Dp∗,1 ⊂ Dp∗,(1− 1
p
)+ǫ✱ (♦ ❜② ❍-❧❞❡#✬( 0❤❡♦#❡♠ 0❤❡ ❧❡❢0 ❤❛♥❞ (✐❞❡ ✐( ✇❡❧❧
❞❡✜♥❡❞✱ ❛0 ❧❡❛(0 ✐♥ D1,−(1− 1
p
)−ǫ✳
❆❧(♦✱ ❜② ❡;✉❛0✐♦♥ ✭✸✳✾✹✮ ❢♦# ❛♥② φ ∈ D✱ pX,φ ✐( ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ 0❤❡#❡ ❝♦♠❡(✿
〈f(X) · δK ◦X,φ〉 = E [f(X)φ|X = K] pX,φ(X)
= E [f(K)φ|X = K] pX,φ(X)
= 〈f(K) · δK ◦X,φ〉 ✭✹✳✶✷✼✮
(♦ ✇❡ ❛#❡ ❞♦♥❡✳
◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣#♦✈❡ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✷✳✶✳ ▲❡" X ❜❡ ❛% ✐♥ "❤❡♦*❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦* ❛♥② K✿
LKt (X) =
∫ t
0
σ(s,K)2δK ◦Xsds ✭✹✳✶✷✽✮
❛♥❞ ❢♦* ❛♥② r > 2✱ α < 1
r
✿
LKt (X) ∈ Dr,α ✭✹✳✶✷✾✮
7*♦♦❢✳ ❋✐#(0 ✇❡ (❤❛❧❧ ♣#♦✈❡ 0❤❛0 ✉♥❞❡# 0❤❡(❡ ❝♦♥❞✐0✐♦♥( ✐0 ✐( ❧❡❣✐0✐♠❛0❡ 0♦ ❧❡0 ǫ 0❡♥❞
0♦ ✵ ✐♥ ❡;✉❛0✐♦♥ ✭✹✳✶✷✹✮✳ ❇② 0❤❡♦#❡♠ ✹✳✹✳✶✳✸✱ ❢♦# ❛♥② t > 0✱ Xt ✐( ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡#❛0❡
❛♥❞ Xt ∈ D∞−,2✳ ❆❧(♦✱ Xt ❛❞♠✐0( ❛ ❞❡♥(✐0② pXt ✇❤✐❝❤ ✐( ❛( ✐♥ 0❤❡♦#❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷✳
■♥ ♣❛#0✐❝✉❧❛#✱ 0❤✐( ❞❡♥(✐0② ✐( ❝♦♥0✐♥✉♦✉( ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❲❡ 0❤❡#❡❢♦#❡ ♠❛② ❛♣♣❧②
❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳✵✳✻ ❢♦# γ = 1 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜0❛✐♥ 0❤❛0 1Xt>K ∈ Dp,α✱ ❛♥❞ ❢♦# (♦♠❡ ρ ✇❤✐❝❤
❞♦❡( ♥♦0 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t ❛♥❞ (♦♠❡ ❝♦♥(0❛♥0 C(p, α)✱ α < 1
r
✿
‖1Xt>K‖Dp,α ≤ C (1 + ‖∇Xt‖Lρ) ‖pXt‖∞ ✭✹✳✶✸✵✮
◆♦✇ (✐♥❝❡ p ≥ 2 ❜② 0❤❡ ❇✉#❦❤♦❧❞❡# ❉❛✈✐❡( ●✉♥❞② 0❤❡♦#❡♠ ❛♥❞ ❍-❧❞❡#✬( ✐♥❡;✉❛❧✐0②✿∥∥∥∥
∫ t
0
σ(s,Xs)sgn(Xs −K)dWs
∥∥∥∥
Dp,α
≤ C
∫ t
0
‖σ(s,Xs)‖Dq,α‖sgn(Xs −K)‖Dr,α
✭✹✳✶✸✶✮
✇✐0❤
1
p
= 1
q
+ 1
r
✳ ❈❧❡❛#❧②✿
‖σ(s,Xs)‖Dq,α ≤ ‖σ(s,Xs)‖Dq,1 ≤ ‖σ‖∞‖Xs‖Dq,1 ✭✹✳✶✸✷✮
❆❧(♦✱ ✇#✐0✐♥❣ 0❤❡ (✐❣♥ ❛( 0❤❡ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ♦❢ 0✇♦ ✐♥❞✐❝❛0♦#(✿
‖sgn(Xs −K)‖Dr,α ≤ C (1 + ‖∇Xs‖Lρ) ‖pXs‖∞ ✭✹✳✶✸✸✮
✹✳✺✳ ❈❖▼&❆❘■❙❖◆ ❚❖ ❖❚❍❊❘ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❖❋ ❚❍❊ ■❚1 ❋❖❘▼❯▲❆ ✶✵✼
◆♦✇ ♣✉((✐♥❣ ❡✈❡.②(❤✐♥❣ (♦❣❡(❤❡. ❛♥❞ ❝♦♥(.♦❧❧✐♥❣ (❤❡ ❞✐✛❡.❡♥( (❡.♠7 (❤.♦✉❣❤ (❤❡✲
♦.❡♠7 ✹✳✹✳✶✳✸ ❛♥❞ ✹✳✺✳✶✳✷ (❤❡ ✐♥(❡❣.❛❜✐❧✐(② ✐7 ❝❧❡❛.✳ ❚❤❡ ♦(❤❡. (❡.♠7 ❛.❡ ❞❡❛❧( ✇✐(❤
7✐♠✐❧❛.❧② 7♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜(❛✐♥❡❞✿
LKt (X) =
∫ t
0
σ(s,Xs)
2δK ◦Xsds ∈ Dr,α ✭✹✳✶✸✹✮
◆♦✇✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ (❤❡ ♣.❡✈✐♦✉7 ❧❡♠♠❛ ❛♣♣❧✐❡7✱ ❛♥❞ ♦♥ (❤❡ ♦(❤❡. ❤❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥
(❛❦❡ r ❛7 ❝❧♦7❡ (♦ ✷ ❛7 ♦♥❡ ❝❤♦♦7❡7✱ 7♦ ✇❡ ❛.❡ ❞♦♥❡✳
❘❡♠❛$❦ ✹✳✺✳✷✳✶✳ ❆ ♠♦#❡ ❣❡♥❡#❛❧ #❡)✉❧+ ♦❢ +❤❛+ +②♣❡ ✇❛) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✸❪❀ ✇❡ )✐♠♣❧②
✇❛♥+ +♦ )❤♦✇ ❤♦✇ +❤❡ ✐❞❡❛) ✐♥ +❤❡♦#❡♠ ✹✳✶✳✶✳✶ #❡❧❛+❡ +♦ +❤❡ ❚❛♥❛❦❛ ❢♦#♠✉❧❛✳ ▲❡+
✉) ❡)♣❡❝✐❛❧❧② ♥♦+❡ ❤♦✇ +❤❡ +❡#♠✿ ∫
R
Lxt (X)T
′′(dx) ✭✹✳✶✸✺✮
✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛#) ✐♥ +❤❡ ■+A✲❚❛♥❛❦❛ ❢♦#♠✉❧❛ ✐) #❡❧❛+❡❞ +♦ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡#♠ ❢#♦♠ ♦✉#
■+A ❢♦#♠✉❧❛✿ ∫ t
0
σ(s,Xs)
2 · T ′′ ◦Xsds ✭✹✳✶✸✻✮
❚❤❡)❡ +❡#♠) ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇❤❡♥ +❤❡② ❛#❡ ❜♦+❤ ❞❡✜♥❡❞ ❜✉+ +❤❡ )❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♠❛② ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
❢♦# ♠♦#❡ ❣❡♥❡#❛❧ ❞✐)+#✐❜✉+✐♦♥) +❤❛♥ ❥✉)+ ❘❛❞♦♥ ♠❡❛)✉#❡) ✐❢ X ✐) #❡❣✉❧❛# ❡♥♦✉❣❤✳
❲❡ ♠❛② ❛❧7♦ ❣✐✈❡ ❛♥♦(❤❡. .❡7✉❧( .❡❧❛(❡❞ (♦ (❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❬✸❪✳ ▼♦.❡ ♣.❡❝✐7❡❧②✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♣.♦✈❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✷✳✷✳ ▲❡+ X ❜❡ ❛) ✐♥ +❤❡♦#❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷✳ ▲❡+ p > 2 ❛♥❞ α < 1
p
✳ ❚❤❡♥✱
❢♦# ❛♥② t✱ K ∈ R 7→ LKt (X) ∈ Dp,α ✐) ❛ ❝♦♥+✐♥✉♦✉) ❢✉♥❝+✐♦♥✳
J#♦♦❢✳ ❈♦♥7✐❞❡. K1 < K2 ∈ R✳ ❖♥❡ 7❡❡7 (❤❛( 1]K1,K2[ ∈ Wp,α ❢♦. ❛♥② α < 1p ✳
■♥❞❡❡❞✱ 1]K1,K2[ ∈ Lp ❛♥❞ ∇1]K1,K2[ = δK1 − δK2 ∈ Wp,α−1✳ ❚❤❡.❡❢♦.❡ ❜② ❧❡♠♠❛
✸✳✷✳✵✳✺✱ ❢♦. 7♦♠❡ q✿
‖1]K1,K2[(Xt)‖Dp,α ≤ C‖pXt‖∞ (1 + ‖∇X‖Lq) ‖1]K1,K2[‖W p,α
≤ C‖pXt‖∞ (1 + ‖∇X‖Lq)
·
(
|K1 −K2|+ ‖(Id−∆)− 1−α2 (δK2 − δK1)‖Lp
)
✭✹✳✶✸✼✮
◆♦✇✱ ❢♦. ❛♥② β > 1 − 1
p
✱ K ∈ R 7→ (Id − ∆)−βδK ∈ Lp ✐7 ❝♦♥(✐♥✉♦✉7✱ 7♦ ✇❡
♠❛② ❝♦♥(.♦❧ (❤❡ ❘❍❙✳ ❲❡ ♦❜(❛✐♥ ♦✉. .❡7✉❧( ❜② ✇.✐(✐♥❣ LK1t (X) − LK1t (X) ✇✐(❤
(❤❡ ❚❛♥❛❦❛ ❢♦.♠✉❧❛✱ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ (❤❡ ♣.♦♦❢ ♦❢ (❤❡♦.❡♠ ✹✳✺✳✷✳✶ ❛♥❞ ✉7✐♥❣ (❤❡ ❛❜♦✈❡
❡7(✐♠❛(❡✳
✶✵✽ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
❆❝%✉❛❧❧②✱ %❤❡ ♣.♦♦❢ ❛❜♦✈❡ ❣✐✈❡5 ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦.❡ ♣.❡❝✐5❡ .❡5✉❧%✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥5 %❤❛%
▼❛❧❧✐❛✈✐♥ .❡❣✉❧❛.✐%② ♠❛② ❜❡ %.❛❞❡❞ ♦✛ ❢♦. %.❛❥❡❝%♦.② .❡❣✉❧❛.✐%②✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✷✳✸✳ ▲❡" X ❜❡ ❛% ✐♥ "❤❡♦*❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷✳ ▲❡" p > 2✱ α < 1
p
❛♥❞ γ < α✳
❚❤❡♥✱ ❢♦* ❛♥② t✱ K ∈ R 7→ LKt (X) ∈ Dp,α−γ ✐% ❛ γ✲❍8❧❞❡* ❢✉♥❝"✐♦♥✳
❋.♦♠ %❤✐5✱ ✇❡ ♠❛② .❡❝♦✈❡. ❛♥ ❛❧.❡❛❞② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ .❡5✉❧%✿
❈♦$♦❧❧❛$② ✹✳✺✳✷✳✶✳ ▲❡" X ❜❡ ❛% ✐♥ "❤❡♦*❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦* ❛♥② t✱ "❤❡ ✭%♣❛❝❡✮
"*❛❥❡❝"♦*✐❡% ♦❢ L·t(X) ❛*❡ ❛❧♠♦%" %✉*❡❧② γ✲❍8❧❞❡* ❢♦* ❛♥② γ <
1
2
✳
❲❡ ❛.❡❛❞② ❦♥♦✇ %❤❛% %❤✐5 ❝♦.♦❧❧❛.② ✐5 ♦♣%✐♠❛❧ ✭❝❢✱ ❢♦. ❡①❛♠♣❧❡✱ %❤❡ ❝❛5❡ ♦❢
%❤❡ ❇.♦✇♥✐❛♥ ♠♦%✐♦♥✮✱ %❤❡.❡❢♦.❡ %❤❡.❡ ✐5 ❧✐%%❧❡ ❤♦♣❡ %♦ ❡①%❡♥❞ %❤❡♦.❡♠ ✹✳✺✳✷✳✶ %♦
%❤❡ ❝❛5❡ p < 2✳ ❆❝%✉❛❧❧②✱ ✐♥ ❬✸❪ ✐% ✐5 5❤♦✇♥ %❤❛% %❤❡ ❇.♦✇♥✐❛♥ ♠♦%✐♦♥ ♣.♦✈✐❞❡5
❛ ❝♦✉♥%❡. ❡①❛♠♣❧❡✳ ▲❡% ✉5 ❛❧5♦ ♥♦%❡ %❤❛% %❤❡ ❝❛5❡ p = 2 ❤❛5 ❜❡❡♥ ❞❡❛❧% ✇✐%❤ ❜②
♦%❤❡. ♠❡%❤♦❞5 ✭❝❤❛♦5 ❡①♣❛♥5✐♦♥✮ ❢♦. %❤❡ ❇.♦✇♥✐❛♥ ♠♦%✐♦♥ ♦♥❧②✱ 5❡❡ ❬✺✶❪ ❛♥❞ ❬✺✵❪✳
❍❡.❡ ✐5 ❛♥♦%❤❡. .❡5✉❧% ♦❢ %❤❡ 5❛♠❡ %②♣❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✷✳✹✳ ▲❡" X ❜❡ ❛% ✐♥ "❤❡♦*❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷✳ ❚❤❡♥ ∂
∂K
LKt (X) ✐% ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ Dp,−(1− 1
p
)−ǫ ❢♦* ❛♥② ǫ > 0✱ ❛♥❞✿
∂
∂K
LKt (X) = 2
∫ t
0
σ(s,K)
∂
∂K
σ(s,K)δK ◦Xsds−
∫ t
0
σ(s,K)2δ′K ◦Xsds ✭✹✳✶✸✽✮
❋✐♥❛❧❧②✱ K ∈ R 7→ LKt (X) ∈ Dp,−(1− 1
p
)−ǫ ✐% ❛ ❝♦♥"✐♥✉♦✉% ❢✉♥❝"✐♦♥✳
■% ✐5 ✐♥%❡.❡5%✐♥❣ %♦ ❝♦♠♣❛.❡ %❤✐5 ✇✐%❤ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❡5✉❧% ❢.♦♠ ❬✶✸❪✿ ✐❢ W ✐5
❛ ❜.♦✇♥✐❛♥ ♠♦%✐♦♥✱ %❤❡♥ ❢♦. ❡✈❡.② t✱ x 7→ Lxt (W ) ✐5 ❛ 5❡♠✐♠❛.%✐♥❣❛❧❡ ✐♥ ✐%5 ♦✇♥
✜❧%.❛%✐♦♥ ❛♥❞ %❤❡.❡ ✐5 %❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✷✳✺ ✭❇♦✉❧❡❛✉✲❨♦. ❢♦.♠✉❧❛✮✳ ▲❡" f ❜❡ ❛ ❞✐✛❡*❡♥"✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦♥ R✱
✇✐"❤ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡*✐✈❛"✐✈❡ ❛♥❞ ❧❡" W ❜❡ ❛ 1✲❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❛❧ ❇*♦✇♥✐❛♥ ♠♦"✐♦♥✳
❚❤❡♥✿
f(Wt) = f(0) +
∫ t
0
f ′(Ws)dWs − 1
2
·
∫
R
f ′(x)dxLxt (W ) ✭✹✳✶✸✾✮
■% ✐5 %❤❡♥ ♣♦55✐❜❧❡ %♦ 5❤♦✇ %❤❛% %❤❡ %❡.♠✿∫
R
f ′(x)dxLxt (X) ✭✹✳✶✹✵✮
❝♦✐♥❝✐❞❡5 ✇✐%❤ ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ %②♣❡✿∫
R
f(x)
∂
∂x
Lxt (W )dx ✭✹✳✶✹✶✮
✇❤❡.❡ %❤❡ ❧❛%%❡. ✐5 ❞❡✜♥❡❞ ❛5 ❛ S❡%%✐5 ✐♥%❡❣.❛❧ ✐♥ 5♦♠❡ ♥❡❣❛%✐✈❡ ♦.❞❡. ●.♦55✲❙♦❜♦❧❡✈
5♣❛❝❡✳ ❆❧5♦✱ 5✉❝❤ ❛ V✉❛♥%✐%② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦. ❛ ♠♦.❡ ❣❡♥❡.❛❧ 5%♦❝❤❛5%✐❝ ♣.♦❝❡55
%❤❛♥ %❤❡ ❇.♦✇♥✐❛♥ ♠♦%✐♦♥✱ ✐❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✈❡.✐✜❡5 %❤❡ ❤②♣♦%❤❡5❡5 ✐♥ %❤❡♦.❡♠ ✹✳✺✳✶✳✷✳
✹✳✺✳ ❈❖▼&❆❘■❙❖◆ ❚❖ ❖❚❍❊❘ ❊❳❚❊◆❙■❖◆❙ ❖❋ ❚❍❊ ■❚1 ❋❖❘▼❯▲❆ ✶✵✾
❘❡"✉❧%" ✐♥ ♠✉❧%✐♣❧❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥"
❙♦♠❡ ❛✉)❤♦+, ❤❛✈❡ ,❤♦✇♥ ❤♦✇ )♦ ❞❡✜♥❡ )❤❡ ❧♦❝❛❧ )✐♠❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧)✐✲❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❛❧
❇+♦✇♥✐❛♥ ♠♦)✐♦♥ ❛, ❛ ❞✐,)+✐❜✉)✐♦♥ ♦♥ )❤❡ ❲✐❡♥❡+ ,♣❛❝❡✱ ,❡❡ ❢♦+ ❡①❛♠♣❧❡ ❬✷✼❪
❛♥❞ )❤❡ +❡❢❡+❡♥❝❡, )❤❡+❡✐♥✳ ■♥ )❤✐, ♣❛+❛❣+❛♣❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ,❤♦✇ ❤♦✇ )❤❡ ♠❡)❤♦❞ ✇❡
❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ )❤❡ ♣+❡✈✐♦✉, ♣❛+❛❣+❛♣❤ ❛❧❧♦✇, ✉, )♦ ❡①)❡♥❞ )❤✐, ✐❞❡❛ )♦ ♠♦+❡ ❣❡♥❡+❛❧
❞✐✛✉,✐♦♥,✳
❲❡ ,)❛+) ❜❡ +❡❝❛❧❧✐♥❣ )❤❛)✱ ✐❢ wn ❞❡♥♦)❡, )❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ )❤❡ ♥✲❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❛❧ ✉♥✐)
❜❛❧❧✱ )❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥)❛❧ ,♦❧✉)✐♦♥ En ♦❢ )❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♦♣❡+❛)♦+ ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿
E2(x) =
1
w2
log(|x|) = 1
2π
log(|x|) ✭✹✳✶✹✷✮
❛♥❞ ✐❢ N > 2✿
EN(x) = − 1
N(N − 2)wn · |x|
2−N
✭✹✳✶✹✸✮
❇② ❞❡,✐❣♥✱ ∆En = δ0✳ ❆❧,♦✱ ✐) ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ )❤❛) En ∈ Sp,−N(1− 1
p
)−ǫ ❢♦+ ❛♥②
ǫ > 0✳ ◆♦✇ ❧❡) X ❜❡ )❤❡ ✉♥✐O✉❡ ,)+♦♥❣ ,♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❙❉❊✿
dX
(i)
t = bi(s,Xs)ds+ σi(s,Xs)dW
(i)
s ✭✹✳✶✹✹✮
X0 = x ✭✹✳✶✹✺✮
❙✉♣♣♦,❡ )❤❛) )❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥, ♦❢ )❤❡♦+❡♠ ✹✳✹✳✸✳✶ ❤♦❧❞ ❢♦+ ,♦♠❡ s > N(1− 1
p
) ✭✐❢ )❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥), ❛+❡ ❍U❧❞❡+ ✐♥ )✐♠❡ ❛♥❞ 2 + ǫ ✐♥ ,♣❛❝❡ )❤✐, ✐, ✈❡+✐✜❡❞ ❢♦+ ,♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤
p✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② )❤❡ ✇❡❛❦ ■)W ❢♦+♠✉❧❛ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜)❛✐♥✿
EN(Xt −K)− EN(Xǫ −K)
=
∫ t
ǫ
bi(s,Xs)∂iEN(Xs −K)ds+
∫ t
ǫ
sgn(Xs −K)σ(s,Xs)dWs
+
1
2
∫ t
ǫ
|σ(s,Xs)|2δK ◦Xsds ✭✹✳✶✹✻✮
◆♦✇ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② )❤❡ ,❛♠❡ ♠❡)❤♦❞ ❛, ✐♥ )❤❡ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ 1 ❝❛,❡ ✐♥ ♦+❞❡+ )♦ ♣+♦✈❡
)❤❛) ✉♥❞❡+ )❤❡,❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥,✿
❚❤❡♦.❡♠ ✹✳✺✳✷✳✻✳ ❙✉♣♣♦$❡ &❤❛& &❤❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥$ ♦❢ &❤❡♦.❡♠ ✹✳✹✳✸✳✶ ❤♦❧❞ ❢♦. $♦♠❡
s > N(1− 1
p
) ❛♥❞ p > 2✳ ❚❤❡♥ ❢♦. ❛♥② ǫ > 0 &❤❡ ❧♦❝❛❧ &✐♠❡ ♦❢ X ✐$ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
Dp,1−N(1− 1
p
)−ǫ ❛$ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇♦❝❤♥❡. ✐♥&❡❣.❛❧✿
LKt (X) :=
∫ t
0
|σ(s,K)|2δK ◦Xsds ✭✹✳✶✹✼✮
✶✶✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ❆ ❲❊❆❑ ■❚, ❋❖❘▼❯▲❆
▲❡$ ✉& '❡♠❛'❦ $❤❛$ &✐♥❝❡ $❤❡'❡ ❤❛& $♦ ❜❡ p > 2 ✐♥ $❤❡ $❤❡♦'❡♠ ❛❜♦✈❡✱ ✉♥❧❡&&
N = 1 $❤❡'❡ ❛❧✇❛②& ✐&✿
1−N ·
(
1− 1
p
)
< 0 ✭✹✳✶✹✽✮
❚❤❡'❡❢♦'❡✱ $❤❡ ❧♦❝❛❧ $✐♠❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧$✐✲❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❛❧ ♣'♦❝❡&& ✐& ♥♦$ ❛ ♣'♦♣❡' '❛♥❞♦♠
✈❛'✐❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡'❛❧✳ ❚❤✐& ✐& $❤❡ ❝❛&❡ ❡✈❡♥ ❢♦' ✈❡'② '❡❣✉❧❛' ♣'♦❝❡&&❡&✿ ❢♦' ❡①❛♠♣❧❡
✐$ ✐& ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ $❤❛$ $❤❡ ❜'♦✇♥✐❛♥ ❧♦❝❛❧ $✐♠❡ ✐& ♥♦$ ❞❡✜♥❡❞ ❛& ❛ &$♦❝❤❛&$✐❝ ♣'♦❝❡&&
✐♥ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ N > 2✳
❲❡ ✜♥✐&❤ $❤✐& &❡❝$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡&✉❧$✱ ✇❤✐❝❤ ✐& ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
$❤❡ ■$F ❢♦'♠✉❧❛ $♦ K−δEn '❛$❤❡' $❤❛♥ En✿
❚❤❡♦$❡♠ ✹✳✺✳✷✳✼✳ ▲❡" X ❜❡ ❛% ✐♥ "❤❡ ♣*❡✈✐♦✉% "❤❡♦*❡♠✱ p > 2 ❛♥❞ t > 0✳
α < 1−N ·
(
1− 1
p
)
< 0 ✭✹✳✶✹✾✮
❚❤❡♥✱ ❢♦* ❛♥② γ > 0✱ "❤❡ ❢✉♥❝"✐♦♥✿
K ∈ RN 7→ Lt(K) ∈ Dp,α−γ
(
R
N
)
✭✹✳✶✺✵✮
✐% γ✲❤♦❧❞❡*✐❛♥✳
❚❤✐& ❛❧❧♦✇& ✉& $♦ ✉♥❞❡'&$❛♥❞ ♦✉' ✇❡❛❦ ■$F ❢♦'♠✉❧❛ ❛& ❛ ♠✉❧$✐✲❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❛❧✱
✇❡❛❦ ❡①$❡♥&✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❇♦✉❧❡❛✉✲❨♦' ❢♦'♠✉❧❛✳
❈❤❛♣$❡& ✺
❆♣♣❧✐❝❛$✐♦♥. $♦ .♦♠❡ ♣&♦❜❧❡♠. ✐♥
❛♥❛❧②.✐.
✺✳✶ ❱❛%✐❛'✐♦♥❛❧ ✐♥❡,✉❛'✐♦♥. ✐♥ ❛ ♠❛%❦♦✈✐❛♥ ❢%❛♠❡✲
✇♦%❦
■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ %"✐❧❧ ❝♦♥%✐❞❡- Xut (x) "❤❡ ✉♥✐/✉❡ %"-♦♥❣ %♦❧✉"✐♦♥ ♦♥ [u, T ] ♦❢ "❤❡
%"♦❝❤❛%"✐❝ ❞✐✛❡-❡♥"✐❛❧ ❡/✉❛"✐♦♥ ✭✹✳✼✼✮ %✉❝❤ "❤❛" Xu = x✳ ❍❡-❡✱ ✇❡ %✉♣♣♦%❡ "❤❛"
"❤❡ ❛%%✉♠♣"✐♦♥% ♦❢ "❤❡♦-❡♠ ✹✳✹✳✸✳✶ ❤♦❧❞ ❢♦- %♦♠❡ s > 2✱ n ≤ k− 2 ❛♥❞ β > 0✳ ❲❡
✇✐❧❧ ♥♦"❡ s = 1 + δ✳ ❲❡ ♥♦"❡ At ❢♦- "❤❡ ❣❡♥❡-❛"♦- ♦❢ X✿
At =
∑
ai,j(t, x)∂i∂j +
∑
bi(t, x)∂i ✭✺✳✶✮
❛♥❞✿
Kt = ∂t + At ✭✺✳✷✮
❲❡ ♥♦"❡ Zt,T "❤❡ %❡" ♦❢ ❛❧❧ %"♦♣♣✐♥❣ "✐♠❡% τ %✉❝❤ "❤❛" t ≤ τ ≤ T ❛✳%✳ ◆♦✇ ✇❡ ❣✐✈❡
♦✉-%❡❧✈❡% %♦♠❡ ❝♦♥"✐♥✉♦✉%✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ♣♦%✐"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥% f ❛♥❞ g ❛♥❞ ❛ C(0,s)✱
♣♦%✐"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ r ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡- "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣-♦❜❧❡♠✿
Ktu− ru ≤ −g ✭✺✳✸✮
u ≥ f ✭✺✳✹✮
(Ktu− ru)(f − u) = 0 ✭✺✳✺✮
u(T, ·) = f ✭✺✳✻✮
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦"❡ (A) ❢♦- "❤❡ %❡" ♦❢ ❛%%✉♠♣"✐♦♥% ✇❡ ♠❛❞❡ ♦♥ X✱ f ✱ g✱ ❡"❝✳ ❛♥❞ (V) ❢♦-
"❤❡ ✈❛-✐❛"✐♦♥❛❧ ♣-♦❜❧❡♠ ✇❡ ❝♦♥%✐❞❡-✳ ◆♦✇ ✇❡ ♣-♦✈❡✿
✶✶✶
✶✶✷ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆❙ ❚❖ ❙❖▼❊ #❘❖❇▲❊▼❙ ■◆ ❆◆❆▲❨❙■❙
❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✶✳✵✳✽✳ ❯♥❞❡$ (A)✱ ❧❡' u ∈ BV (C0) ❜❡ ❛ *♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ (V)✳
❚❤❡♥✿
u(t, x) = sup
τ∈Zt,T
E
[
f(X tτ (x)) exp
(
−
∫ τ
t
r(u,X tu(x))du
)
+
∫ τ
t
g(s,X ts(x)) exp
(
−
∫ s
t
r(u,X tu(x))du
)
ds
]
✭✺✳✼✮
5$♦♦❢✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♣0♦✈❡ 2❤❡ ❝❛6❡ ✇❤❡0❡ t = 0✱ 2❤❡ ♦2❤❡0 ❝❛6❡6 ❜❡✐♥❣ 6✐♠✐❧❛0✳ ❲❡
♥♦2❡ Xt = X
0
t (x)✳ ❲❡ ❛❧6♦ ✐♥20♦❞✉❝❡✿
lt = exp
(
−
∫ t
0
r(u,Xu)du
)
✭✺✳✽✮
❲❡ ♥♦2❡ 2❤❛2 ✇❡ ❤❛✈❡ 2❤❡ ✐♥❥❡❝2✐♦♥ C0 →֒ Sp,−N/p−ǫ ❢♦0 ❛♥② ǫ > 0✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱
❢♦0 p ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ ❛♥❞ ǫ 6♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ 6♦ 2❤❛2 N/p + ǫ < s − 1✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧②
2❤❡ ❣❡♥❡0❛❧✐③❡❞ ■2D ❢♦0♠✉❧❛ ✐♥ 2❤❡♦0❡♠ ✹✳✹✳✸✳✷ ❛♥❞ ❢♦0 ❛♥② ǫ > 0 ✇❡ ♦❜2❛✐♥ 2❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
ltu(t,Xt)− lǫu(ǫ,Xǫ)−
∫ t
ǫ
ls ((Asu)(s,Xs)− (ru)(s,Xs)) ds−
∫ t
ǫ
lsu(ds,Xs) =Mt
✭✺✳✾✮
❢♦0 6♦♠❡ ✇❡❛❦ ♠❛02✐♥❣❛❧❡ M ✳ ❆❧6♦ Ktu−ru+g ✐6 ❛ ♥❡❣❛2✐✈❡ ❞✐620✐❜✉2✐♦♥✱ 2❤❡0❡❢♦0❡
2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐6 ❛ ♣♦6✐2✐✈❡ ❞✐620✐❜✉2✐♦♥ ♦♥ 2❤❡ ❲✐❡♥❡0 6♣❛❝❡✿
Dt :=Mt − ltu(t, xt) + lǫu(ǫ,Xǫ)−
∫ t
ǫ
lsg(s,Xs)ds ✭✺✳✶✵✮
◆♦✇ ❢♦0 α > 0 ✐♥20♦❞✉❝❡ 2❤❡ ♣0♦❝❡66❡6
vαt = Pα
[
ltu(t,Xt) +
∫ t
0
lsg(s,Xs)ds
]
✭✺✳✶✶✮
❛♥❞
Mαt = PαMt ✭✺✳✶✷✮
❚❤❡6❡ ❤❛✈❡ ♠♦♠❡♥26 ♦❢ ❛❧❧ ♦0❞❡06✳ ❲❡ ♥♦2❡ 2❤❛2 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐6 ❛ ♣♦6✐2✐✈❡ 0❛♥❞♦♠
✈❛0✐❛❜❧❡✿
Dαt := PαDt =M
α
t − vαt + Pα
[
lǫu(ǫ,Xǫ) +
∫ ǫ
0
lsg(s,Xs)ds
]
✭✺✳✶✸✮
▲❡2 τ ❜❡ ❛♥② 62♦♣♣✐♥❣ 2✐♠❡❀ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛2❡ ❛2 t = τ ❛♥❞ 2❛❦❡ ❡①♣❡❝2❛2✐♦♥6✳ Mα ✐6 ❛
✉♥✐❢♦0♠❧② ✐♥2❡❣0❛❜❧❡ ♠❛02✐♥❣❛❧❡ 62❛02✐♥❣ ❢0♦♠ ✵✱ 6♦✿
E[Mατ ] = 0 ✭✺✳✶✹✮
✺✳✶✳ ❱❆❘■❆❚■❖◆❆▲ ■◆❊◗❯❆❚■❖◆❙ ■◆ ❆ ▼❆❘❑❖❱■❆◆ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✶✶✸
❲❡ ❦♥♦✇ (❤❛( (❤❡ ❖,♥-(❡✐♥✲❯❤❧❡♥❜❡❝❦ -❡♠✐❣,♦✉♣ ♣,❡-❡,✈❡- (❤❡ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥-✱ -♦✿
E
[
Pα
[
lǫu(ǫ,Xǫ) +
∫ ǫ
0
lsg(s,Xs)ds
]]
= E
[
lǫu(ǫ,Xǫ) +
∫ ǫ
0
lsg(s,Xs)ds
]
✭✺✳✶✺✮
❋✐♥❛❧❧②✿
vατ = Pα
[
ltu(t,Xt) +
∫ t
0
lsg(s,Xs)ds
]
|t=τ
✭✺✳✶✻✮
❙✐♥❝❡ ❢♦, ❛♥② p ltu(t,Xt) +
∫ t
0
lsg(s,Xs)ds ✐- ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ L
p
✭❜② ‖u‖∞ + T‖g‖∞✮✱
(❤❡ ♣,♦❝❡-- l·u(·, X·) +
∫ ·
0
lsg(s,Xs)ds ✐- ✉♥✐❢♦,♠❧② ✐♥(❡❣,❛❜❧❡✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ -♦ ✐- v
α
t
❛- ❛ ❜✐✈❛,✐❛(❡ ♣,♦❝❡--✱ ❛♥❞ ❧❡((✐♥❣ α (❡♥❞ (♦ 0 ✇❡ ♦❜(❛✐♥✿
E[vτ ] = E
[
lτu(τ,Xτ ) +
∫ τ
0
lsg(s,Xs)ds
]
✭✺✳✶✼✮
H✉((✐♥❣ ❡✈❡,②(❤✐♥❣ (♦❣❡(❤❡, ♦♥❡ ♦❜(❛✐♥-✿
E
[
lǫu(ǫ,Xǫ) +
∫ ǫ
0
lsg(s,Xs)ds
]
≥ E
[
lτu(τ,Xτ ) +
∫ τ
0
lsg(s,Xs)ds
]
✭✺✳✶✽✮
❙✐♥❝❡ (❤✐- ✐- ❢♦, ❛♥② -(♦♣♣✐♥❣ (✐♠❡ τ ❛♥❞ ❢♦, ❛♥② ǫ✱ ❧❡((✐♥❣ ǫ (❡♥❞ (♦ 0 (❤❡,❡ ❝♦♠❡-✿
u(0, x) ≥ sup
τ∈Z0,T
E[lτu(τ,Xτ )] ✭✺✳✶✾✮
◆♦✇ (♦ ✜♥✐-❤ (❤❡ ♣,♦♦❢ ✇❡ ❥✉-( ♥❡❡❞ (♦ ✜♥❞ ♦♥❡ -(♦♣♣✐♥❣ (✐♠❡ τ0 ❢♦, ✇❤✐❝❤
u(0, x) = E[lτ0u(τ0, Xτ0)] -(❛♥❞-✳ ❈♦♥-✐❞❡, (❤❡ ♦♣❡♥ -❡(✿
D = {(t, y), u(t, y) 6= f(y)} ✭✺✳✷✵✮
❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ -(♦♣♣✐♥❣ (✐♠❡ ❛-✿
τx = inf {t, (t,Xt) /∈ D} ✭✺✳✷✶✮
■❢ τx = 0 ❛✳-✳ (❤❡♥ u(0, x) = f(x) ❛♥❞ ✐( ✐- ❝❧❡❛, (❤❛( τx ,❡❛❧✐③❡- (❤❡ -✉♣,❡♠✉♠ ✐♥
(❤✐- ❝❛-❡✳ ❖(❤❡,✇✐-❡✱ ❢,♦♠ (❤❡ 0 − 1 ❧❛✇ ❢♦, (❤❡ ❇,♦✇♥✐❛♥ ✜❧(,❛(✐♦♥✱ τx > 0 ❛✳-✳
◆♦✇ ❧❡( (um,m ∈ N) ❜❡ ❛ -♠♦♦(❤ ❛♣♣,♦①✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ u✳ ❇② (❤❡ ✉-✉❛❧ ■(T ❢♦,♠✉❧❛✱
❢♦, ❡✈❡,② m ❛♥❞ ❢♦, ❡✈❡,② t > ǫ > 0✿
lt∧τxum(t ∧ τx, Xt∧τx)− lǫ∧τxum(ǫ ∧ τx, Xǫ∧τx)
=
∫ t∧τx
ǫ∧τx
ls (∂s + As + r) um(s,Xs)ds+M
(m,n,ǫ)
t ✭✺✳✷✷✮
✶✶✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆❙ ❚❖ ❙❖▼❊ #❘❖❇▲❊▼❙ ■◆ ❆◆❆▲❨❙■❙
✇❤❡%❡ (M (m,n,ǫ), t > ǫ) ✐' ❛ ♠❛%*✐♥❣❛❧❡ ✐♥ *❤❡ ❇%♦✇♥✐❛♥ ✜❧*%❛*✐♦♥ '*❛%*✐♥❣ ❛* ǫ✳
◆♦✇ ❧❡* φ ∈ D✳ ❖♥❡ ❤❛'✿
E
[
φ ·
∫ t∧τx
ǫ∧τx
ls (∂s + As + r) um(s,Xs)ds
]
= E
[
φ ·
∫ t
ǫ
ls (∂s + As + r) um(s,Xs)1(s,Xs)∈Dx
]
ds
=
∫ t
ǫ
E
[
lsφ (∂s + As + r) um(s,Xs)1(s,Xs)∈Dxds
]
=
∫ t
ǫ
∫
(∂s + As + r) um(s, y)1(s,y)∈DxpXs,lsφ(y)dyds
=
∫ ∫
]ǫ,t[×RN∩D
(∂s + As + r) um(s, y)pXs,lsφ(y)dyds ✭✺✳✷✸✮
❙✐♠✐❧❛%❧②✿
E
[
φ ·
∫ t∧τx
ǫ∧τx
lsg(s,Xs)ds
]
=
∫ ∫
]ǫ,t[×RN∩D
g(s, y)pXs,lsφ(y)dyds ✭✺✳✷✹✮
❇② *❤❡♦%❡♠ ✸✳✹✳✵✳✶✽ ✇❡ ❦♥♦✇ *❤❛* ❢♦% s > 0✿
pXs,lsφ ∈ Sp,δ ✭✺✳✷✺✮
❚❤❡♥✱ ❜② ✇%✐*✐♥❣ *❤❡ ✐♥*❡❣%❛*✐♦♥ ❜② ♣❛%*'✿
pXs,lsφ(x) = E
[
(Id+ L)δ/2 (ls · φ) · (Id+ L)δ/2 (δx ◦ xs)
]
✭✺✳✷✻✮
♦♥❡ ❝❤❡❝❦' *❤❛* *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛*❤ ✐' ❝♦♥*✐♥✉♦✉' ✭❢♦% ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ p✮✿
s ∈]ǫ, T [ 7→ pXs,lsφ ∈ Sp,δ ✭✺✳✷✼✮
◆♦✇ ✇❡ ❦♥♦✇ *❤❛* (∂s + As + r) um−g ❝♦♥✈❡%❣❡' *♦ 0 ✐♥ *❤❡ '❡♥'❡ ♦❢ ❞✐'*%✐❜✉*✐♦♥'
♦♥ D❀ ♠♦%❡ ♣%❡❝✐'❡❧② ♦♥ D ✇❡ ❤❛✈❡ *❤❡ ❡K✉❛❧✐*②✿
Σσij∂iju = −∂tu− g + ru− Σibi∂iu ✭✺✳✷✽✮
❛♥❞ u ∈ Sp,−N
p
−ǫ ❢♦% ❛♥② p '♦ *❤❡ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ *❛❦❡' ♣❧❛❝❡ ✐♥ Sp,−N
p
−1−ǫ(D)❀ ✐♥
♣❛%*✐❝✉❧❛% ✐* *❛❦❡' ♣❧❛❝❡ ✐♥ Sp,−δ(D) ❢♦% '♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ p✳ ❈❤♦♦'✐♥❣ '✉❝❤ ❛ '♠❛❧❧ p
❛♥❞ p∗ ❢♦% *❤❡ %❡❣✉❧❛%✐*② ♦❢ pXs,lsφ ♦♥❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡*'✿∫ t∧τx
ǫ∧τx
ls [(∂s + As + r) um(s,Xs) + g(s,Xs)] ds→ 0 ✭✺✳✷✾✮
✺✳✶✳ ❱❆❘■❆❚■❖◆❆▲ ■◆❊◗❯❆❚■❖◆❙ ■◆ ❆ ▼❆❘❑❖❱■❆◆ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✶✶✺
❛# ❧❡❛&# ✐♥ D
′
✳ ❲❡ #❤❡%❡❢♦%❡ ❤❛✈❡✿
lt∧τxu(t ∧ τx, Xt∧τx)− lǫ∧τxu(ǫ ∧ τx, Xǫ∧τx) +
∫ t∧τx
ǫ∧τx
lsg(s,Xs)ds =M
(ǫ)
t ✭✺✳✸✵✮
✇❤❡%❡ M (ǫ) ✐2 ❛ ✇❡❛❦ ♠❛%#✐♥❣❛❧❡✳ ◆♦✇ M (ǫ) ✐2 ❛ ♣%♦♣❡%✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ Lp ♣%♦❝❡22
❜❡❝❛✉2❡ #❤❡ ▲❍❙ ✐2✱ 2♦ ✐# ✐2 2#%❛✐❣❤#❢♦%✇❛%❞ #♦ ❝❤❡❝❦ #❤❛# M (ǫ) ✐2 ❛ ♠❛%#✐♥❣❛❧❡
✐♥ #❤❡ ✉2✉❛❧ 2❡♥2❡✳ ■♥ ♣❛%#✐❝✉❧❛% #❤❡ ❡①♣❡❝#❛#✐♦♥2 ♦❢ #❤❡ ▲❍❙ ❛♥❞ #❤❡ ❘❍❙ ❜♦#❤
❛%❡ 0 ❛# ❛♥② #✐♠❡✳ ❆❧2♦✱ #❤❡ ▲❍❙ ✐2 ❜♦✉♥❞❡❞ 2✉%❡❧② ❜② 2‖u‖∞ + T‖g‖∞ 2♦ ❜②
#❛❦✐♥❣ ❡①♣❡❝#❛#✐♦♥2 ❛♥❞ ❧❡##✐♥❣ ǫ #❡♥❞ #♦ 0 ❛♥❞ t #❡♥❞ #♦ ✐♥✜♥✐#② ❜② #❤❡ ❞♦♠✐♥❛#❡❞
❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ #❤❡♦%❡♠ ♦♥❡ ❣❡#2✿
E
[
lτxu(τx, Xτx) +
∫ τx
0
lsg(s,Xs)ds
]
= u(0, x) ✭✺✳✸✶✮
2♦ ❜② #❤❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♦❢ τx✿
E
[
lτxf(Xτx) +
∫ τx
0
lsg(s,Xs)ds
]
= u(0, x) ✭✺✳✸✷✮
❛♥❞ #❤❡ ♣%♦♦❢ ✐2 ✜♥✐2❤❡❞✳
❘❡♠❛$❦ ✺✳✶✳✵✳✷ ✭■♠♣%♦✈❡♠❡♥#2 ✇✳%✳# #❤❡ ♣%❡✈✐♦✉2 %❡2✉❧#2✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥() b✱ σ✱
r ♥❡❡❞ ✷ ♦- ✸ -❡❣✉❧❛-✐(✐❡)✱ ♥♦( )♠♦♦(❤♥❡))✳ f ♦♥❧② ♥❡❡❞) (♦ ❜❡ ❝♦♥(✐♥✉♦✉)✳ ❚❤❡-❡ ✐)
♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦- ❡❧❧✐♣(✐❝✐(②✱ ♥♦- ❡✈❡♥ ❢♦- ❤②♣♦❡❧❧✐♣(✐❝✐(②✿ ♦♥❧② ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ♥♦♥❞❡❣❡♥❡-❛❝②
❝♦♥❞✐(✐♦♥) ❛-❡ -❡<✉✐-❡❞✳
❘❡♠❛$❦ ✺✳✶✳✵✳✸ ✭❆ 2✐♠♣❧❡% ♣%♦♦❢ ✉♥❞❡% 2#%♦♥❣❡% ❤②♣♦#❤❡2❡2✿✮✳ ❙✉♣♣♦)❡ Kt ✐)
❤②♣♦❡❧❧✐♣(✐❝ ❛♥❞ r ✐) )♠♦♦(❤✳ ❙✐♥❝❡ Ktu = ru ✐♥ (❤❡ )❡♥)❡ ♦❢ (❤❡ ❞✐)(-✐❜✉(✐♦♥) ♦♥
D✱ u ❤❛) (♦ ❜❡ ❛ )♠♦♦(❤ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦♥ D ❜❡❝❛✉)❡ r ✐) )♠♦♦(❤✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡ (❤❡ ❝❧❛))✐❝❛❧
■(? ❢♦-♠✉❧❛ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ τn ❛♥♥♦✉♥❝❡) τx✿
lτnu(τn, Xτn)− u(0, x) =
∫ τn
0
ls(
tσ(s,Xs)∇u(s,Xs))dWs ✭✺✳✸✸✮
❚❤❡-❡❢♦-❡ (❤❡ ❧❡❢( ❤❛♥❞ )✐❞❡ ❛❜♦✈❡ ✐) ❛ ✭✉)✉❛❧✱ )(-♦♥❣✮ ❞✐)❝-❡(❡ (✐♠❡ ♠❛-(✐♥❣❛❧❡
❝♦♥✈❡-❣❡✐♥❣ ❛✳)✳ (♦ lτxu(τx, Xτx)−u(0, x) ❛♥❞ )✐♥❝❡ τn ❛♥♥♦✉♥❝❡) τx ♦✉- ♠❛-(✐♥❣❛❧❡
✐) ✉♥✐❢♦-♠❧② ✐♥(❡❣-❛❜❧❡✱ )♦ (❤❡ ❝♦♥✈❡-❣❡♥❝❡ (❛❦❡) ♣❧❛❝❡ ✐♥ L1 ❛♥❞ (❤✐) ②✐❡❧❞)✿
u(0, x) = E [lτxu(τx, Xτx)] ✭✺✳✸✹✮
✇❤✐❝❤ ✜♥✐)❤❡) ♦✉- ♣-♦♦❢✳
✶✶✻ ❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ❆##▲■❈❆❚■❖◆❙ ❚❖ ❙❖▼❊ #❘❖❇▲❊▼❙ ■◆ ❆◆❆▲❨❙■❙
❘❡♠❛$❦ ✺✳✶✳✵✳✹✳ ❆♥♦#❤❡& ♠❡#❤♦❞ ♠✐❣❤# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ 2✐♥❝❡∫ t∧τx
ǫ∧τx
ls (∂s + As + r) um(s,Xs)ds→ 0 ✭✺✳✸✺✮
✐♥ D
′
✱ ♦♥❡ ♠❛② ✉2❡ #❤❡ ♣♦2✐#✐✈❡ ❞✐2#&✐❜✉#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞2 #♦ ❞❡❞✉❝❡ ❢&♦♠ #❤✐2 #❤❛# #❤❡
❝♦♥✈❡&❣❡♥❝❡ #❛❦❡2 ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❧❛✇✳ ❚❤❡♥ ♦♥ ♠❛② ♣&♦✈❡ #❤❛# #❤❡ ▲❍❙ ✐2 #❡♥2❡ ✭♣❡&❤❛♣2
♥❡❡❞ #♦ &❡2#&✐❝# #♦ ✐♥❝&❡❛2✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝#2✮ ❜② #❤❡ ❆❧❞♦✉2 ❝&✐#❡&✐❛✳ ❋&♦♠ #❤✐2 ✇❡ ❞❡❞✉❝❡
#❤❛# ♦✉& 2❡A✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛&#✐♥❣❛❧❡2 ✐2 #❡♥2❡ ✭♦♥❡ #❡♥2❡ #❡&♠ ✰ ♦♥❡ #❡&♠ ❝♦♥✈❡&❣✐♥❣
#♦ ✵✮❀ ✇❡ ❛❧2♦ ❦♥♦✇ #❤❛# ✐# ❝♦♥✈❡&❣❡2 ✐♥ ✜♥✐#❡ ❞✐2#&✐❜✉#✐♦♥2✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡ #❤❡ ❧✐♠✐# ❤❛2
#♦ ❜❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛&#✐♥❣❛❧❡ ✭2❡❡ ❬✸✶❪ ❢♦& #❤❡ ♣&❡❝✐2❡ ❝&✐#❡&✐♦♥✮ ❛♥❞ 2✐♥❝❡ ✐# ✐2 ❜♦✉♥❞❡❞
❛✳2✳ ❜② #❤❡ ❇✉&❦❤♦❧❞❡&✲❉❛✈✐❡2✲●✉♥❞② #❤❡♦&❡♠ ❛♥❞ #❤❡ ◆♦✈✐❦♦✈ ❝&✐#❡&✐♦♥ ✐# ✐2 ❛
♠❛&#✐♥❣❛❧❡✳ ❚❤✐2 ✐2 2✐♠✐❧❛& ❜✉# ♠♦&❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛#❡❞❀ ✐# ✇❛2 #❤❡ ✜&2# ✐❞❡❛ ■ ❤❛❞✳
❘❡♠❛$❦ ✺✳✶✳✵✳✺ ✭❖♥ )❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥✿ u ∈ BV (C0)✮✳ ■♥ ♦✉& #❤❡♦&❡♠ ✇❡ ✇♦&❦❡❞
✉♥❞❡& #❤❡ ❤②♣♦#❤❡2✐2 #❤❛# u ∈ BV (C0)✳ ■♥ ♣&❛❝#✐❝❡ #❤✐2 ♠✐❣❤# ❜❡ ❤❛&❞ #♦ ✈❡&✐❢② ♦&
♦♥❡ ♠❛② ♦♥❧② ❤❛✈❡ #❤❛# u ✐2 ❇❱ ✐♥ #✐♠❡ ❢♦& ❡✈❡&② ♣♦✐♥# ✐♥ 2♣❛❝❡ ❛♥❞ C0 ✐♥ 2♣❛❝❡
❢♦& ❡✈❡&② ♣♦✐♥# ✐♥ #✐♠❡ ❜✉# ♥♦# ❤❛✈❡ ❥♦✐♥# &❡❣✉❧❛&✐#②✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♠❛② 2#✐❧❧ ♠❛❦❡ #❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜2❡&✈❛#✐♦♥✿ u ∈ BV (S ′) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦& ❡✈❡&② φ ∈ S✱ t 7→ 〈u(t, ·), φ〉
✐2 ❛ ❇❱ ❢✉♥❝#✐♦♥✳ ■♥ ♦✉& ♣&❡❝✐2❡ ❝❛2❡✱ #❤❡&❡ ✐2✿
u˜(t) := 〈u(t, ·), φ〉 =
∫
u(t, x) · φ(x)dx ✭✺✳✸✻✮
❛♥❞ ✐# ✐2 #❤❡♥ ❡❛2② #♦ ❞❡&✐✈❡✿
V ar(u˜) ≤
∫
V ar (u(·, x)) · φ(x)dx ✭✺✳✸✼✮
❚❤❡♥ ✇❡ 2❡❡ #❤❛# ✐❢ x 7→ V aru(·, x) ✐♥ Lp✱ ❜② ❍R❧❞❡&✬2 #❤❡♦&❡♠ u ∈ BV (Lp)✳ ▼♦&❡
❣❡♥❡&❛❧❧②✱ ✐❢ #❤❡&❡ ❡①✐2#2 2♦♠❡ δ > 0 2✉❝❤ #❤❛#✿
x 7→ V ar (u(·, x))
(1 + |x|2)δ/2
∈ Lp ✭✺✳✸✽✮
#❤❡♥ u ∈ BV (Sp,−δ)✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧&❡❛❞② ♦❜2❡&✈❡❞ #❤❛#✿∥∥∥x 7→ (1 + |x|2)δ/2 · φ(x)∥∥∥
Lp∗
≤ C · ‖φ‖Sp∗,δ ✭✺✳✸✾✮
❲❡ ♥♦✇ ♣7♦✈❡ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 7❡❝✐♣7♦❝❛❧ )♦ )❤❡ ♣7❡✈✐♦✉> )❤❡♦7❡♠✿
❚❤❡♦$❡♠ ✺✳✶✳✵✳✾✳ ❯♥❞❡& #❤❡ ❛22✉♠♣#✐♦♥2 (A)✱ #❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥✿
u(t, x) = sup
τ∈Zt,T
E
[
f(X tτ (x)) exp
(
−
∫ τ
t
r(u,X tu(x))du
)
+
∫ τ
t
g(s,X ts(x)) exp
(
−
∫ s
t
r(u,X tu(x))du
)
ds
]
✭✺✳✹✵✮
✐2 ❛ 2♦❧✉#✐♦♥ #♦ #❤❡ ✈❛&✐❛#✐♦♥❛❧ ✐♥❡A✉❛#✐♦♥ (V)✳
✺✳✶✳ ❱❆❘■❆❚■❖◆❆▲ ■◆❊◗❯❆❚■❖◆❙ ■◆ ❆ ▼❆❘❑❖❱■❆◆ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✶✶✼
 !♦♦❢✳ ❚❤❛% u(t, x) ≥ f(x) ❛♥❞ u(T, x) = f(x) ❛(❡ ♦❜✈✐♦✉/✳ ❆❧/♦✱ ✐% ✐/ ❦♥♦✇♥ ✭❝❢
❬✸✸❪✮ %❤❛% u ✐/ ❥♦✐♥%❧② ❝♦♥%✐♥✉♦✉/✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐% ✐/ ❞❡❝(❡❛/✐♥❣ ✐♥ %✐♠❡ ❜❡❝❛✉/❡ /♦ ✐/ %❤❡
/❡% Zt,T ✱ ❤❡♥❝❡ u ✐/ ❇❱ ✐♥ %✐♠❡ ❛♥❞✿
V ar (u(·, x)) = u(0, x)− u(T, x) ✭✺✳✹✶✮
❚❤❡(❡❢♦(❡✿
sup
x
V ar (u(·, x)) ≤ 2 · ‖f‖∞ ✭✺✳✹✷✮
/♦ ❜② %❤❡ /❛♠❡ ❛(❣✉♠❡♥%/ ❛/ ✐♥ (❡♠❛(❦ ✺✳✶✳✵✳✺ ♦♥❡ ❣❡%/ u ∈ BV (Sp,−N/p−ǫ)✳ ❲❡
♥♦✇ ❝♦♥/✐❞❡( %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❛♣%❡❞ ♣(♦❝❡//✿
St := ltu(t,Xt) +
∫ t
0
lsg(s,Xs)ds ✭✺✳✹✸✮
❲❡ ✇✐❧❧ ♣(♦✈❡ ✐% ✐/ /✉♣❡(♠❛(%✐♥❣❛❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢(♦♠ %❤❡ ❡①♣(❡//✐♦♥ ♦❢ u ❛♥❞ %❤❡
/%(♦♥❣ ▼❛(❦♦✈ ♣(♦♣❡(%② X ❤❛/ ❛/ %❤❡ /%(♦♥❣ /♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❙❉❊✱ ♦♥❡ ❤❛/✿
u(t,Xt) = sup
t≤τ≤T
E
[
lτ
lt
f(Xτ ) +
∫ τ
t
ls
lt
g(s,Xs)ds|Ft
]
✭✺✳✹✹✮
❛♥❞ /✐♥❝❡ l· ❛♥❞
∫ ·
0
lsg(s,Xs)ds ❛(❡ ❛❞❛♣%❡❞ ♣(♦❝❡//❡/✿
St = sup
t≤τ≤T
E
[
lτf(Xτ ) +
∫ τ
0
lsg(s,Xs)ds|Ft
]
✭✺✳✹✺✮
❖♥❡ /❡❡/ %❤❛% %❤✐/ ✐/ %❤❡ ❙♥❡❧❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢♦( %❤❡ ❝♦/% ❢✉♥❝%✐♦♥
Yu := luf(Xu) +
∫ u
0
lsg(s,Xs)ds ✭✺✳✹✻✮
%❤❡(❡❢♦(❡ ❜② %❤❡ (❡/✉❧%/ ✐♥ ❬✸✸❪ ✇❡ ❦♥♦✇ %❤❛% ✐% ✐/ ❛ /✉♣❡(♠❛(%✐♥❣❛❧❡✳ ❆❧/♦✱ S ✐/
✭❛❧♠♦/%✮ /✉(❡❧② ❜♦✉♥❞❡❞✿
|St| ≤ ‖u‖∞ + (T − t)‖g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + T‖g‖∞ ✭✺✳✹✼✮
■♥ ♣❛(%✐❝✉❧❛(✱ S ✐/ ❛ ❝❧❛// ❉ /✉♣❡(♠❛(%✐♥❣❛❧❡✱ %❤❡(❡❢♦(❡ ✐% ❛❞♠✐%/ ❛ ❉♦♦❜✲▼❡②❡(
❞❡❝♦♠♣♦/✐%✐♦♥✱ ❝❢ ❬✶✼❪✿
St − u(0, x) =Mt +Dt ✭✺✳✹✽✮
✇❤❡(❡ M ✐/ ❛ ♠❛(%✐♥❣❛❧❡ ❛♥❞ D ✐/ ❛ ❞❡❝(❡❛/✐♥❣ ♣(♦❝❡//✱ ❛♥❞ M0 = D0 = 0✳ ◆♦✇
/✐♥❝❡ u ∈ BV (Sp,−N/p−ǫ)✱ ❛/ ✐♥ %❤❡ ♣(♦♦❢ ♦❢ %❤❡ ♣(❡✈✐♦✉/ %❤❡♦(❡♠✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇(✐%❡
%❤❡ ✇❡❛❦ ■%V ❢♦(♠✉❧❛✿
ltu(t,Xt)−lǫu(t,Xǫ) =
∫ t
ǫ
ls (∂s + As + r) u(s,Xs)ds+
∫ t
ǫ
lsσ(s,Xs)∂xσ(s,Xs)dWs
✭✺✳✹✾✮
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❛♥❞ %❤❡(❡❢♦(❡✿
St−Sǫ =
∫ t
ǫ
ls ((∂s + As + r) u(s,Xs) + g(s,Xs)) ds+
∫ t
ǫ
lsσ(s,Xs)∂xσ(s,Xs)dWs
✭✺✳✺✵✮
❚❤❡ ✜(3% %❡(♠ ♦❢ %❤❡ ❘❍❙ ✐3 ❛ ✇❡❛❦ ❇❱ ♣(♦❝❡33✱ ❛♥❞ ✐% 3❡❝♦♥❞ %❡(♠ ✐3 ❛ ✇❡❛❦
♠❛(%✐♥❣❛❧❡✳ ◆♦✇ ❛♣♣❧② %❤❡ ♦♣❡(❛%♦( (Id+ L)− k2 ❢♦( ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ k 3♦ %❤❡② ❜❡❝♦♠❡
❛ ❇❱ ♣(♦❝❡33 ❛♥❞ ❛ ♠❛(%✐♥❣❛❧❡✱ (❡3♣❡❝%✐✈❡❧②✳ ❆❧3♦ ❜② ✭✺✳✹✽✮✿
ltu(t,Xt)− u(ǫ,Xǫ) = (Mt −Mǫ) + (Dt −Dǫ) ✭✺✳✺✶✮
3♦ ❜② %❤❡ ✉♥✐❝✐%② ♦❢ %❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦3✐%✐♦♥ ♦❢ ❛ 3❡♠✐♠❛(%✐♥❣❛❧❡ ❛3 ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛(%✐♥❣❛❧❡
♣❧✉3 ❛ ❇❱ ♣(♦❝❡33 ♦♥❡ ♠❛② ✐❞❡♥%✐❢②✿
(Id+ L)− k2
∫ t
ǫ
lsσ(s,Xs)∂xσ(s,Xs)dWs = (Id+ L)− k2 (Mt −Mǫ)
✭✺✳✺✷✮
(Id+ L)− k2
∫ t
ǫ
(ls (∂s + As + r) u(s,Xs) + g(s,Xs)) ds = (Id+ L)− k2 (Dt −Dǫ)
✭✺✳✺✸✮
3♦ ✐♥ ♣❛(%✐❝✉❧❛(✿∫ t
ǫ
ls ((∂s + As + r) u(s,Xs) + g(s,Xs)) ds = Dt −Dǫ ✭✺✳✺✹✮
%❤❡(❡❢♦(❡ %❤✐3 ✇❡❛❦❧② ❇❱ ♣(♦❝❡33 ✐3 ❛ ♣(♦♣❡( ♣(♦❝❡33✱ ❛♥❞ ✐% ✐3 ❞❡❝(❛3✐♥❣✳ ◆♦✇ ❧❡%
φ ❜❡ 3♠♦♦%❤ ❛♥❞ ❛✳3✳ ♣♦3✐%✐✈❡✳ ❋♦( ❛♥② 0 < ǫ < t < u✿
E
[
φ
∫ u
ǫ
ls ((∂s + As + r) u(s,Xs) + g(s,Xs)) ds
]
≤ E
[
φ
∫ t
ǫ
((∂s + As + r) u(s,Xs) + g(s,Xs)) ds
]
✭✺✳✺✺✮
3♦✿
E
[
φ
∫ u
t
ls ((∂s + As + r) u(s,Xs) + g(s,Xs)) ds
]
=
∫ u
t
E [φls ((∂s + As + r) u(s,Xs) + g(s,Xs))] ds
≤ 0 ✭✺✳✺✻✮
❚❤❡ ❢✉♥❝%✐♦♥ ✉♥❞❡( %❤❡ ✐♥%❡❣(❛❧ ✐3✿
s 7→ E [φls ((∂s + As + r) u(s,Xs) + g(s,Xs))]
=
∫
((∂s + As + r) u(s, y) + g(s, y)) pXs,lsφ(y)dy ✭✺✳✺✼✮
✺✳✶✳ ❱❆❘■❆❚■❖◆❆▲ ■◆❊◗❯❆❚■❖◆❙ ■◆ ❆ ▼❆❘❑❖❱■❆◆ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✶✶✾
✇❤✐❝❤ ✐& ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ]ǫ, T [✱ .❤❡/❡❢♦/❡ ✐. ✐& ❧✐❝✐. .♦ .❛❦❡ ❧✐♠✐.& ✐♥ .❤❡ ◆❡✇.♦♥ /❛.✐♦
❛♥❞ .♦ ❞✐✛❡/❡♥.✐❛.❡ ❛. ❧❡❛&. ✐♥ .❤❡ ❛❜&♦❧✉.❡❧② ❝♦♥.✐♥✉♦✉& &❡♥&❡ .♦ ♦❜.❛✐♥✱ ❢♦/ ❛❧❧
s > ǫ✿
E [φls ((∂s + As + r) u(s,Xs) + g(s,Xs))] ≤ 0 ✭✺✳✺✽✮
❆♣♣❧② .❤✐& .♦ φ = h(Xs) ❢♦/ &♦♠❡ /❡❣✉❧❛/ ❡♥♦✉❣❤✱ ♣♦&✐.✐✈❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ h✳ ❚❤❡♥ .❤❡/❡
❝♦♠❡&✿
〈(∂s + As + r) u(s, ·) + g, pXs,lsh〉 ≤ 0 ✭✺✳✺✾✮
❆❧&♦ ❜② ♣/♦♣♦&✐.✐♦♥ ✸✳✹✳✵✳✺ supp(pXs) = supp(pXs,ls) ❜❡❝❛✉&❡ ls ✐& ❛✳&✳ &./✐❝.❧②
♣♦&✐.✐✈❡✳ ❋/♦♠ .❤✐& ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ .❤❛. (∂s + As + r) u + g ≤ 0 ✐♥ .❤❡ &❡♥&❡ ♦❢ .❤❡
❞✐&./✐❜✉.✐♦♥& ♦♥ supp(pXs)✳ ❚♦ ✜♥✐&❤ .❤❡ ♣/♦♦❢✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ .♦ ✈❡/✐❢② .❤❛.
(∂s + As + r) u+ g = 0 ✐♥ .❤❡ &❡♥&❡ ♦❢ .❤❡ ❞✐&./✐❜✉.✐♦♥& ♦♥ .❤❡ ♦♣❡♥ &❡.
supp(pXs) ∩ {u(s, ·) 6= f}✳ ❆& ✐♥ .❤❡ ♣/♦♦❢ ♦❢ .❤❡ ♣/❡✈✐♦✉& .❤❡♦/❡♠✱ ✇❡ ✐♥./♦❞✉❝❡✿
D = {(t, y), u(t, y) 6= f(y)} ✭✺✳✻✵✮
❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❛ &.♦♣♣✐♥❣ .✐♠❡ ❛&✿
τx = inf {t, (t,Xt) /∈ D} ✭✺✳✻✶✮
❲❡ ♥♦.❡ .❤❛. τx < ∞ ❛✳&✳ ❜❡❝❛✉&❡ ✇❡ ❝♦♥&✐❞❡/ ❛ ✜♥✐.❡ ❤♦/✐③♦♥ ♣/♦❜❧❡♠❀ ❛❧&♦ τx
✐& .❤❡ &♠❛❧❧❡&. ♦♣.✐♠❛❧ &.♦♣♣✐♥❣ .✐♠❡ ❢♦/ ♦✉/ ♦♣.✐♠❛❧ &.♦♣♣✐♥❣ ♣/♦❜❧❡♠✳ ❇② .❤❡
❉♦♦❜ &.♦♣♣✐♥❣ .❤❡♦/❡♠ ❛♥❞ .❤❡ ❞❡✜♥✐.✐♦♥ ♦❢ τx ♦♥❡ &❡❡& .❤❛.✿
E[lτxf(Xτx) +
∫ τx
0
lsg(s,Xs)ds] = E[Sτx ] = u(0, x) + E[Dτx ] ✭✺✳✻✷✮
❛♥❞ .❤❡/❡❢♦/❡ E[Dτx ] = 0✳ ◆♦✇ ❧❡. (um) ❜❡ ❛ &♠♦♦.❤ ❛♣♣/♦①✐♠❛.✐♦♥ ♦❢ u✳ ❇②
♠❡.❤♦❞& &✐♠✐❧❛/ .♦ .❤♦&❡& ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ .❤❡ ♣/♦♦❢ ♦❢ .❤❡ ♣/❡✈✐♦✉& .❤❡♦/❡♠✱ .❤❡/❡
❝♦♠❡&✿
E
[∫ t∧τx
ǫ∧τx
ls ((∂s + As + r) um(s,Xs) + g(s,Xs)) ds
]
=
∫ ∫
]ǫ,t[×RN∩U
((∂s + As + r) um(s, y) + g(s, y)) pXs,ls(y)dyds ✭✺✳✻✸✮
&♦ ❜② .❛❦✐♥❣ ❧✐♠✐.& ❛♥❞ ❝♦♠♣❛/✐♥❣ ✇✐.❤ E[Bτx ] ♦♥❡ &❡❡& .❤❛. ❢♦/ ❛♥② s✿
〈(∂s + As + r) u+ g, pXs,ls〉U = 0 ✭✺✳✻✹✮
❛♥❞ &✐♥❝❡ ✇❡ ❛❧/❡❛❞② ❦♥♦✇ .❤❛. (∂s + As + r) u + g ✐& ❛ ♥❡❣❛.✐✈❡ ❞✐&./✐❜✉.✐♦♥ ✇❡
❛/❡ ❞♦♥❡✳
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❘❡♠❛$❦ ✺✳✶✳✵✳✻✳ ❬✺✷❪ ❛♥❞ '♦♠❡ +❡❢❡+❡♥❝❡' .❤❡+❡✐♥ ♣+♦✈✐❞❡ +❡'✉❧.' ❛❜♦✉. .❤❡ '✉♣✲
♣♦+. ♦❢ pXt✳ ■♥ ♣❛+.✐❝✉❧❛+✱ ✇✐.❤✐♥ .❤❡ ❤②♣♦.❤❡'❡' ✇❡ ♠❛❞❡ ♦♥ b ❛♥❞ σ✱ .❤❡ +❡'✉❧.'
✐♥ ❬✺✷❪ ✐♠♣❧② .❤❛. {pXt > 0} ✐' ❛♥ ♦♣❡♥✱ ❝♦♥♥❡❝.❡❞ '❡.✱ '♦ ✇❡ ♠❛② ✇♦+❦ ✇✐.❤ .❤❡
❞✐'.+✐❜✉.✐♦♥' ♦♥ supp(pXt)✳ ❆❧'♦✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛'❡'✱ ❢♦+ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡♥ A ✐' ❡❧❧✐♣.✐❝✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❧♦✇❡+ ❜♦✉♥❞' ❢♦+ pXt✱ '♦ pXt ❤❛' ❢✉❧❧ '✉♣♣♦+.✳
❘❡♠❛$❦ ✺✳✶✳✵✳✼✳ ❇② ✉'✐♥❣ +❡'✉❧.' ♦♥ ♣♦'✐.✐✈❡ ❞✐'.+✐❜✉.✐♦♥' ✐. '❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦''✐❜❧❡
.♦ ❣❡. +✐❞ ♦❢ .❤❡ ♥❡❝❡''✐.② .❤❛. .❤❡ ❞✐'❝♦✉♥. ❢❛❝.♦+ lt ✐' +❡❣✉❧❛+✳ ❚❤❡♥ .❤❡ +❡'✉❧.'
✇♦✉❧❞ ❤♦❧❞ '✐♠♣❧② ✇✐.❤ ❛ ❝♦♥.✐♥✉♦✉' ✐♥.❡+❡'. +❛.❡✳
❘❡♠❛$❦ ✺✳✶✳✵✳✽✳ ❚♦ ❞♦✿ ❡①.❡♥❞ .❤❡ +❡'✉❧.' .♦ .❤❡ ❝❛'❡ ✇❤❡+❡ .❤❡ ❤♦+✐③♦♥ ✐' ♥♦.
✜♥✐.❡ ❛♥❞ .♦ .❤❡ ❝❛'❡ ✇❤❡+❡ .❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐' ♥♦. R
N
✳
✺✳✷ ❖♥ ❛ &✉❛(✐ ✈❛+✐❛,✐♦♥❛❧ ✐♥❡&✉❛,✐♦♥
❈♦♥❝❧✉&✐♦♥
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆
❙♦♠❡ *❡+✉❧.+ ✐♥ .♦♣♦❧♦❣②
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✇❤✐❝❤ ❛0❡ 0❡6✉✐0❡❞ ❢♦0 ♦✉0 %"✉❞②✳ ❊%♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ✉%❡ ♦❢ "❤❡ %"0✉❝"✉0❡
♦❢ S ❛♥❞ S ′ ❛% ♥✉❝❧❡❛0 %♣❛❝❡%✱ ❜❛00❡❧❡❞ %♣❛❝❡% ❛♥❞ ▼♦♥"❡❧ %♣❛❝❡%✱ %♦ ✇❡ 0❡❝❛❧❧
"❤❡ 0❡%✉❧"% ❛❜♦✉" "❤♦%❡ %♣❛❝❡% ✇❤✐❝❤ ❛0❡ 0❡❧❡✈❛♥" "♦ ♦✉0 ♣✉0♣♦%❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠♦%"❧②
❢♦❧❧♦✇ ❬✻✾❪✱ ❬✷✹❪✱ ❬✻✹❪✱ ❬✸✻❪ ❛♥❞ ❬✺✼❪✳
▲❡" ✉% ❝♦♥%✐❞❡0 ❛ ✜❡❧❞ K = R ♦0 C ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡6✉✐♣ ✇✐"❤ ✐"% ❛0❝❤✐♠❡❞❡❛♥
"♦♣♦❧♦❣②✳ ▲❡" E ❜❡ %♦♠❡ ✈❡❝"♦0 %♣❛❝❡ ♦♥ K❀ ✇❡ ❡6✉✐♣ E ✇✐"❤ ❛ "♦♣♦❧♦❣② Θ✳ ❲❡
0❡❝❛❧❧ "❤❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❆✳✵✳✵✳✶ ✭❚♦♣❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝"♦0 %♣❛❝❡✮✳ (E,Θ) ✐! ❛ #♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝#♦+ !♣❛❝❡✱
❚❱❙ ❢♦+ !❤♦+#✱ ✐❢ #❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥! (x, y) 7→ x+ y ❛♥❞ (λ, x) 7→ λ · x ❛+❡ ❝♦♥#✐♥✉♦✉!
♦♥ E × E ❛♥❞ K× E +❡!♣❡❝#✐✈❡❧②✳
❲❡ 0❡❝❛❧❧ "❤❛" "❤❡ "♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❛ ❚❱❙ ✐% ❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❜❛%✐% ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉0✲
❤♦♦❞% ♦❢ 0✳
■♥ "❤❡ %❡6✉❡❧ ♦❢ "❤✐% ❛♣♣❡♥❞✐①✱ E,F, . . . ✇✐❧❧ ❞❡♥♦"❡ "♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝"♦0 %♣❛❝❡%
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A◦ =
{
x′ ∈ E ′
∣∣∣ sup
x∈A
|x′(x)| < 1
}
✭❆✳✹✮
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(A ∪ B)◦ = A◦ ∩ B◦ ✭❆✳✺✮
❛♥❞
(λ · A)◦ = (1/λ) · A◦ ✭❆✳✻✮
▼♦,❡♦✈❡, ✐❢ A ✐' ❜♦✉♥❞❡❞ +❤❡♥ A◦ ✐' ❛❜'♦,❜✐♥❣✳ ❖♥❡ ♠❛② +❤❡,❡❢♦,❡ ♣,♦✈❡ +❤❡✿
❚❤❡♦/❡♠ ❆✳✷✳✵✳✸✳ ▲❡' S ❜❡ ❛ ♥♦♥❡♠♣'② ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ (❡'( ✐♥ A (✉❝❤ '❤❛'✿
• ❋♦" ❡✈❡"② A,B ∈ S '❤❡"❡ ❡①✐('( C ∈ S (✉❝❤ '❤❛' A ∪B ⊂ C❀
• ❋♦" ❡✈❡"② A ∈ S ❛♥❞ λ ∈ K '❤❡"❡ ❡①✐('( B ∈ S (✉❝❤ '❤❛' λ · A ⊂ B✳
❚❤❡♥✱ S
◦ := {A◦, A ∈ S} ❞❡✜♥❡( ❛ ❜❛(✐( ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉"❤♦♦❞( ♦❢ 0 ❢♦" ❛ ❝❡"'❛✐♥
'♦♣♦❧♦❣② ♦♥ E ′✳
❘❡❧❡✈❛♥+ ❡①❛♠♣❧❡' ❛,❡✿
• ❚❤❡ ✇❡❛❦ +♦♣♦❧♦❣②✱ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② +❛❦✐♥❣ +❤❡ ✜♥✐+❡ '✉❜'❡+' ♦❢ E ❢♦, S❀
• ❚❤❡ ❝♦♥✈❡①✲❝♦♠♣❛❝+ +♦♣♦❧♦❣②✱ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② +❛❦✐♥❣ +❤❡ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝+
'✉❜'❡+' ♦❢ E ❢♦, S❀
• ❚❤❡ ❝♦♠♣❛❝+ +♦♣♦❧♦❣②✱ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② +❛❦✐♥❣ +❤❡ ❝♦♠♣❛❝+ '✉❜'❡+' ♦❢ E ❢♦, S❀
• ❚❤❡ '+,♦♥❣ +♦♣♦❧♦❣②✱ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❜② +❛❦✐♥❣ ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞ '✉❜'❡+' ♦❢ E ❢♦, S✳
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❆✳✸ ❇❛%%❡❧❡❞ )♣❛❝❡) ❛♥❞ ▼♦♥/❡❧ )♣❛❝❡)
❆✳✸✳✶ ❇❛&&❡❧❡❞ *♣❛❝❡*
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❆✳✸✳✶✳✶ ✭❇❛&&❡❧❡❞ *♣❛❝❡✮✳ ❆ !♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝!♦+ ,♣❛❝❡ E ✐, ,❛✐❞ !♦ ❜❡
❜❛++❡❧❡❞ ✐❢ ❡✈❡+② ❜❛++❡❧ ✐♥ E ✐, ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉+❤♦♦❞ ♦❢ 0 ✐♥ E✳
■/ ♠❛② ❜❡ ♣&♦✈❡❞ /❤❛/ ❛♥② ❇❛✐&❡ *♣❛❝❡ ✐* ❜❛&&❡❧❡❞❀ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♥❡❡❞ /❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦-❡♠ ❆✳✸✳✶✳✶✳ ❆♥② ❋+6❝❤❡! ,♣❛❝❡ ✐, ❜❛++❡❧❡❞✳
❇❛&&❡❧❡❞ *♣❛❝❡* ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♣&♦♣❡&/✐❡* ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ✉*❡❢✉❧ ✐♥ ❛♥❛❧②*✐*✳ ❚❤❡ ♦♥❡ ✇❡
✇✐❧❧ ✉*❡ ✐* /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦-❡♠ ❆✳✸✳✶✳✷ ✭❈❧♦*❡❞ ❣&❛♣❤ /❤❡♦&❡♠✮✳ ▲❡! E ❛♥❞ F ❜❡ !✇♦ ❚❱❙❀ ,✉♣♣♦,❡
!❤❛! E ✐, ❜❛++❡❧❡❞ ❛♥❞ !❤❛! F ✐, ❝♦♠♣❧❡!❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ u : E → F ✐, ❛ ❧✐♥❡❛+ ♠❛♣
✇✐!❤ ❝❧♦,❡❞ ❣+❛♣❤✱ !❤❡♥ u ✐, ❝♦♥!✐♥✉♦✉,✳
❆✳✸✳✷ ▼♦♥1❡❧ *♣❛❝❡*
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❆✳✸✳✷✳✶ ✭▼♦♥/❡❧ *♣❛❝❡✮✳ ❆ ❚❱❙ E ✐, ,❛✐❞ !♦ ❜❡ ❛ ▼♦♥!❡❧ ,♣❛❝❡ ✐❢ ✐!
✈❡+✐✜❡, !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣+♦♣❡+!✐❡,✿
• E ✐, ❍❛✉,,❞♦+❢❀
• E ✐, ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡①❀
• E ✐, ❜❛++❡❧❡❞❀
• ❊✈❡+② ❝❧♦,❡❞ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ,♣❛❝❡ ✐♥ E ✐, ❝♦♠♣❛❝!✳
❲❡ ❛&❡ ✐♥/❡&❡*/❡❞ ✐♥ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦♣❡&/② ♦❢ ▼♦♥/❡❧ *♣❛❝❡*✿
❚❤❡♦-❡♠ ❆✳✸✳✷✳✶✳ ■♥ !❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ▼♦♥!❡❧ ,♣❛❝❡✱ ❡✈❡+② ✇❡❛❦❧② ❝♦♥✈❡+❣❡♥! ,❡✲
H✉❡♥❝❡ ✐, ,!+♦♥❣❧② ❝♦♥✈❡+❣❡♥!✳
▲❡/ ✉* ❛❧*♦ ♠❡♥/✐♦♥✿
❚❤❡♦-❡♠ ❆✳✸✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ,!+♦♥❣ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ▼♦♥!❡❧ ,♣❛❝❡ ✐, ❛ ▼♦♥!❡❧ ,♣❛❝❡✳
✶✷✽ ❆!!❊◆❉■❳ ❆✳ ❙❖▼❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ■◆ ❚❖!❖▲❖●❨
❆✳✹ ◆✉❝❧❡❛) *♣❛❝❡*
❆✳✹✳✶ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ,❡♥/♦0 ♣0♦❞✉❝,/
▲❡% E ❛♥❞ F ❜❡ %✇♦ ❚❱❙ ❛♥❞ ❧❡% B(E,F ) ❜❡ %❤❡ ✈❡❝%♦3 4♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥%✐♥✉♦✉4 ❜✐❧✐♥❡❛3
❢♦3♠4 ♦♥ E × F ✳ ❋♦3 (x, y) ∈ E × F ✇❡ ❝♦♥4✐❞❡3 %❤❡ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣✿
ux,y = f ∈ B(E,F ) 7→ f(x, y) ∈ K ✭❆✳✼✮
❈❧❡❛3❧②✱ ux,y ∈ B(E,F )′✱ %❤❡ ❞✉❛❧ 4♣❛❝❡ ♦❢ B(E,F )✳ ◆♦✇ ❧❡% ✉4 ❝♦♥4✐❞❡3✿
χ = (x, y) ∈ E × F 7→ ux,y ∈ B(E,F )′ ✭❆✳✽✮
❲❡ ♥♦%❡ E⊗F ❢♦3 %❤❡ ❧✐♥❡❛3 ❤✉❧❧ ♦❢ χ(E×F ) ✐♥ B(E,F )′❀ ✐% ✇✐❧❧ 4♦♠❡%✐♠❡4 ♠❛❦❡
✐♥%✉✐%✐✈❡ 4❡♥4❡ %♦ ♥♦%❡ x⊗ y ❢♦3 ux,y✳
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❆✳✹✳✶✳✶ ✭❚❡♥4♦3 ♣3♦❞✉❝%✮✳ E ⊗ F ✐! "❤❡ "♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ "❡♥!♦, ♣,♦❞✉❝" ♦❢
E ❛♥❞ F ✳
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❆✳✹✳✶✳✷ ✭❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛3 ♠❛♣✮✳ χ ✐! "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛, ♠❛♣ ♦❢
E × F ✐♥"♦ E ⊗ F ✳
❲❡ ❤❛✈❡ %❤❡✿
❚❤❡♦.❡♠ ❆✳✹✳✶✳✶✳ ▲❡" E✱ F ❛♥❞ G ❜❡ "❤,❡❡ "♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡❝"♦, !♣❛❝❡!✳ ❚❤❡♥ "❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥✿
u ∈ L(E ⊗ F,G) 7→ u ◦ χ ∈ B(E,F ;G) ✭❆✳✾✮
✐! ❛♥ ✐!♦♠♦,♣❤✐!♠✳ ❊!♣❡❝✐❛❧❧②✱ "❤❡,❡ ✐!✿
(E ⊗ F )′ ≈ B(E,F ) ✭❆✳✶✵✮
❲❡ ♠❛② ❝❤❛3❛❝%❡3✐③❡ %❤❡ %♦♣♦❧♦❣② ♦♥ E ⊗ F %❤3♦✉❣❤ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❚❤❡♦.❡♠ ❆✳✹✳✶✳✷✳ ▲❡" p ❛♥❞ q ❜❡ "✇♦ !❡♠✐♥♦,♠! ♦♥ E ❛♥❞ F ,❡!♣❡❝"✐✈❡❧②✱ !✉❝❤
"❤❛" p ❛♥❞ q ❛,❡ "❤❡ ❣❛✉❣❡! ♦❢ "❤❡ ❜❛,,❡❧! Tp ❛♥❞ Tq ,❡!♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞❡✜♥❡! ❛ !❡♠✐♥♦,♠ ♦♥ E ⊗ F ✿
r(z) = inf
{∑
p(xi) · q(yi)
∣∣ u =∑ xi ⊗ yi} ✭❆✳✶✶✮
▼♦,❡♦✈❡, "❤❡,❡ ✐!✿
r(x⊗ y) = p(x) · q(y) ✭❆✳✶✷✮
❛♥❞ r ✐! "❤❡ ❣❛✉❣❡ ♦❢ "❤❡ !♠❛❧❧❡!" ❜❛,,❡❧ ❝♦♥"❛✐♥✐♥❣ χ(T1 × T2)✳ ❲❡ ♥♦"❡✿
r = p⊗ q ✭❆✳✶✸✮
❆✳✹✳ ◆❯❈▲❊❆❘ ❙*❆❈❊❙ ✶✷✾
■❢ E ❛♥❞ F ❛(❡ ♠❡+(✐③❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ❚❱❙ ✇✐+❤ (❡:♣❡❝+✐✈❡ ❝♦✉♥+❛❜❧❡ ❜❛:✐:
♦❢ :❡♠✐♥♦(♠: (pi) ❛♥❞ (qj) ✇❡ ✇✐❧❧ ✉:✉❛❧❧② ❡=✉✐♣ E⊗F ✇✐+❤ +❤❡ ♠❡+(✐③❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❧②
❝♦♥✈❡① ❚❱❙ +♦♣♦❧♦❣② ✇✐+❤ ❜❛:✐: ♦❢ :❡♠✐♥♦(♠: (pi ⊗ qj)✳ ■♥ +❤❡ ❝❛:❡ ✇❤❡(❡ E ❛♥❞
F ❛(❡ ❇❛♥❛❝❤ :♣❛❝❡:✱ ✇❡ :✐♠♣❧② ♦❜+❛✐♥ ❛ ❇❛♥❛❝❤ :♣❛❝❡ :+(✉❝+✉(❡ ♦♥ E ⊗ F ✱ ✇✐+❤
♥♦(♠ ‖ · ‖E ⊗‖ · ‖F ✳ ❚❤✐: :♣❡❝✐❛❧ ❝❛:❡ ✐: (❡❧❡✈❛♥+ +♦ +❤❡ ❝♦♥:+(✉❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ :♣❛❝❡:
Dp,k ✐♥ ▼❛❧❧✐❛✈✐♥ ❝❛❧❝✉❧✉:✳
❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ +❤✐: ♣❛(❛❣(❛♣❤ ✇✐+❤ +❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ❆✳✹✳✶✳✸✳ ▲❡" E ❛♥❞ F ❜❡ "✇♦ ♠❡"*✐③❛❜❧❡✱ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ❚❱❙✳ ❚❤❡♥
❛♥② ❡❧❡♠❡♥" ♦❢ E ⊗ F ♠❛② ❜❡ ✇*✐""❡♥ ✐♥ "❤❡ ❢♦*♠✿
∞∑
i=1
λi · xi ⊗ yi ✭❆✳✶✹✮
✇❤❡*❡
∑ |λi| <∞✳
❆✳✹✳✷ ◆✉❝❧❡❛* ♠❛♣♣✐♥❣0 ✐♥ ❇❛♥❛❝❤ 0♣❛❝❡0
▲❡+ E ❛♥❞ F ❜❡ +✇♦ ❇❛♥❛❝❤ :♣❛❝❡:❀ ✇❡ ❡=✉✐♣ +❤❡ :+(♦♥❣ ❞✉❛❧ E ′ ♦❢ E ✇✐+❤ ✐+:
♥❛+✉(❛❧ ❇❛♥❛❝❤ :♣❛❝❡ :+(✉❝+✉(❡✳ ■❢✿
v ∈ E ′ ⊗ F =
r∑
i=1
fi ⊗ yi ✭❆✳✶✺✮
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥+ u ∈ L(E,F ) ❛:✿
u(x) =
r∑
i=1
fi(x) · yi ✭❆✳✶✻✮
❚❤❡♥ +❤❡ ❧✐♥❡❛( ♠❛♣♣✐♥❣✿
v ∈ E ′ ⊗ F 7→ u ∈ L(E,F ) ✭❆✳✶✼✮
✐: ❛♥ ✭❛❧❣❡❜(❛✐❝✮ ✐:♦♠♦(♣❤✐:♠❀ ❧❡+ ✉: ♥♦+❡ τ ❢♦( +❤❡ ❡①+❡♥:✐♦♥ ♦❢ +❤✐: ✐:♦♠♦(♣❤✐:♠
+♦ +❤❡ ❝♦♠♣❧❡+✐♦♥ ♦❢ E ′ ⊗ F ✳ ❚❤❡♥ +❤❡ ♥✉❝❧❡❛( ❧✐♥❡❛( ♠❛♣♣✐♥❣: ✐♥ L(E,F ) ❛(❡
+❤♦:❡ ❧✐♥❡❛( ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥: ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ✐♥ +❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ τ ✳
❆✳✹✳✸ ◆✉❝❧❡❛* ♠❛♣♣✐♥❣0 ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ❚❱❙
❲❡ :+❛(+ ✇✐+❤ :♦♠❡ ♥♦+❛+✐♦♥✳
▲❡+ T ❜❡ ❛ ❜❛((❡❧ ✐♥ +❤❡ ✈❡❝+♦( E✳ ❚❤❡♥✱ +❤❡ ❢❛♠✐❧❧② (n−1 · T, n ∈ N − {0})
✐: ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉(❤♦♦❞ ❜❛:✐: ♦❢ 0 ❢♦( :♦♠❡ ♠❡+(✐③❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ❚❱❙ +♦♣♦❧♦❣②
✶✸✵ ❆!!❊◆❉■❳ ❆✳ ❙❖▼❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ■◆ ❚❖!❖▲❖●❨
♦♥ E✳ ▲❡( ❛❧+♦ p ❜❡ (❤❡ ❣❛✉❣❡ ♦❢ T ❀ (❤❡♥ ❛ ♥♦2♠ ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ (❤❡ ✈❡❝(♦2 +♣❛❝❡
ET := E/p
−1(0) ❜②✿
‖xˆ‖ = p(x) ✭❆✳✶✽✮
❢♦2 ❛♥② x ∈ xˆ✳ ❲❡ ♥♦(❡ E˜T (❤❡ ❝♦♠♣❧❡(✐♦♥ ♦❢ ET ❢♦2 (❤✐+ ♥♦2♠ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦(❡ (❤❛(
(❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❥❡❝(✐♦♥✿
φT : E → E˜T ✭❆✳✶✾✮
✐+ ❝♦♥(✐♥✉♦✉+✳
◆♦✇ ❧❡( B ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡♠♣(② ❜❛22❡❧ ✐♥ E❀ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ +✉❜+♣❛❝❡ ♦❢
E ❛+✿
E1 :=
∞⋃
n=1
n · B ✭❆✳✷✵✮
❚❤❡ ❣❛✉❣❡ pB ♦❢ B ✐+ ❛ ♥♦2♠ ♦♥ E1 ❛♥❞ ✇❡ ♥♦(❡ EB ❢♦2 (❤❡ ♥♦2♠❡❞ +♣❛❝❡ (E1, pB)✳
■❢ B ✐+ ❝♦♠♣❧❡(❡ EB ✐+ ❛ ❇❛♥❛❝❤ +♣❛❝❡✳ ❲❡ ✐♥(2♦❞✉❝❡ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦(❛(✐♦♥ ❢♦2
(❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✿
ψB = EB →֒ E ✭❆✳✷✶✮
❛♥❞ ✇❡ ♥♦(❡ (❤❛( ψB ✐+ ❝♦♥(✐♥✉♦✉+✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦(❡ (❤❛( ✐❢ T ❛♥❞ B ❝♦✐♥❝✐❞❡ (❤❡♥
(❤❡ +♣❛❝❡+ ET ❛♥❞ EB ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛+ ✇❡❧❧✳
❲❡ ✐♥(2♦❞✉❝❡ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❆✳✹✳✸✳✶ ✭❇♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛2 ♠❛♣✮✳ ▲❡" E ❛♥❞ F ❜❡ "✇♦ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡①
❚❱❙✳ u ∈ L(E,F ) ✐3 3❛✐❞ "♦ ❜❡ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧✐♥❡❛5 ♠❛♣ ✐❢ "❤❡5❡ ❡①✐3"3 ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉5❤♦♦❞
U ♦❢ 0 ∈ E 3✉❝❤ "❤❛" u(U) ✐3 ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ 3✉❜3❡" ♦❢ F ✳
▲❡( ✉+ ♥♦(❡ (❤❛( ✐❢ u ✐+ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣✱ ♦♥❡ ♠❛② (❛❦❡ U (♦ ❜❡ ❛ ❜❛22❡❧❀
(❤❡♥ u(U) ✐+ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❛22❡❧ B ⊂ F ❛♥❞ ♦♥❡ ♠❛② ✇2✐(❡✿
u = ψB ◦ u0 ◦ φU ✭❆✳✷✷✮
✇❤❡2❡ u0 ∈ L(EU , FB)✳ ❆❧+♦✱ ✐❢ FB ✐+ ❛ ❇❛♥❛❝❤ +♣❛❝❡✱ u0 ❤❛+ ❛ ❝♦♥(✐♥✉♦✉+ ❡①(❡♥+✐♦♥
(♦ L(E˜U , FB) ✇❤✐❝❤ ✇❡ +(✐❧❧ ❞❡♥♦(❡ u0✳ ❚❤✐+ ❧❡❛❞+ ✉+ (♦ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❆✳✹✳✸✳✷ ✭◆✉❝❧❡❛2 ♠❛♣♣✐♥❣✮✳ ❆ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡"✇❡❡♥ "✇♦ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡①
❚❱❙ E ❛♥❞ F ✐3 3❛✐❞ "♦ ❜❡ ♥✉❝❧❡❛5 ✐❢ ✐" ♠❛② ❜❡ ✇5✐""❡♥ ❛3 ✐♥ ❡<✉❛"✐♦♥ ✭❆✳✷✷✮✱ ✇✐"❤
U ❛ ❜❛55❡❧✱ B ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❛55❡❧ 3✉❝❤ "❤❛" FB ✐3 ❛ ❇❛♥❛❝❤ 3♣❛❝❡ ❛♥❞ u0 ❛ ♥✉❝❧❡❛5
♠❛♣♣✐♥❣ ✭✐♥ "❤❡ 3❡♥3❡ ♦❢ ❇❛♥❛❝❤ 3♣❛❝❡3✮✳
■( ✐+ ✐♥(❡2❡+(✐♥❣ (♦ ♥♦(❡ (❤❛( ❢♦2 ❡✈❡2② S✲(♦♣♦❧♦❣② ♦♥ L(E,F )✱ (❤❡ ♥✉❝❧❡❛2 ♠❛♣+
❛2❡ ❝♦♥(❛✐♥❡❞ ✐♥ (❤❡ ❝❧♦+✉2❡ ♦❢ E ′⊗F ✭✈✐❡✇❡❞ ❛+ ❛ +✉❜+♣❛❝❡ ♦❢ L(E,F )✮✳ ❚❤❡2❡❢♦2❡
❢2♦♠ (❤❡♦2❡♠ ❆✳✹✳✶✳✸ ♦♥❡ ♦❜(❛✐♥+ (❤❡✿
❆✳✹✳ ◆❯❈▲❊❆❘ ❙*❆❈❊❙ ✶✸✶
❚❤❡♦$❡♠ ❆✳✹✳✸✳✶ ✭❈❤❛&❛❝(❡&✐③❛(✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛& ♠❛♣3✮✳ ▲❡" E ❛♥❞ F ❜❡ "✇♦ ❧♦❝❛❧❧②
❝♦♥✈❡① ❚❱❙✳ ❆ ❧✐♥❡❛4 ♠❛♣ u ∈ L(E,F ) ✐7 ♥✉❝❧❡❛4 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐" ♠❛② ❜❡ ✇4✐""❡♥✿
u(x) =
∞∑
n=1
λn · fn(x) · yn ✭❆✳✷✸✮
✇❤❡4❡ (λn) ∈ l1(K)✱ (fn) ✐7 ❛♥ ❡=✉✐❝♦♥"✐♥✉♦✉7 7❡=✉❡♥❝❡ ✐♥ E ′ ❛♥❞ (yn) ✐7 ❛ 7❡=✉❡♥❝❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ 7♦♠❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❛44❡❧ B ⊂ F ❢♦4 ✇❤✐❝❤ FB ✐7 ❝♦♠♣❧❡"❡✳
❙♦♠❡(✐♠❡3 ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❜✉3✐✈❡❧② ♥♦(❡✿
u =
∞∑
n=1
λn · fn ⊗ yn ✭❆✳✷✹✮
❆✳✹✳✹ ◆✉❝❧❡❛) *♣❛❝❡*
❍❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ (❤❡ ♥♦(✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛& ♠❛♣♣✐♥❣ ✇❡ ❛&❡ ❛❜❧❡ (♦ ✐♥(&♦❞✉❝❡ (❤❡✿
❉❡✜♥✐/✐♦♥ ❆✳✹✳✹✳✶ ✭◆✉❝❧❡❛& 3♣❛❝❡✮✳ ❆ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ❚❱❙ ✐7 7❛✐❞ "♦ ❜❡ ♥✉❝❧❡❛4
✐❢ ✐" ❛❞♠✐"7 ❛ ❜❛7❡ B ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉4❤♦♦❞7 ♦❢ 0 7✉❝❤ "❤❛"✿
• ❊✈❡4② V ∈ B ✐7 ❛ ❜❛44❡❧❀
• ❋♦4 ❡✈❡4② V ∈ B✱ "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ E → E˜B ✐7 ♥✉❝❧❡❛4✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛&❛❝(❡&✐③❛③(✐♦♥ ✐3 ♠♦&❡ (&❛❝(❛❜❧❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ❆✳✹✳✹✳✶✳ ▲❡" E ❜❡ ❛ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡① ❚❱❙❀ "❤❡ "❤4❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛4❡ ❡=✉✐✈✲
❛❧❡♥"✿
• E ✐7 ♥✉❝❧❡❛4❀
• ❆♥② ❝♦♥"✐♥✉♦✉7 ❧✐♥❡❛4 ♠❛♣ ❢4♦♠ E ✐♥"♦ ❛♥② ❇❛♥❛❝❤ 7♣❛❝❡ B ✐7 ♥✉❝❧❡❛4❀
• ▲❡" B ❜❡ ❛ ❜❛7❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉4❤♦♦❞7 ♦❢ 0 ✇❤✐❝❤ ❛4❡ ❛❧❧ ❜❛44❡❧7❀ "❤❡♥ ❢♦4 ❡✈❡4②
T1 ∈ B "❤❡4❡ ❡①✐7"7 T1 ∈ B 7✉❝❤ "❤❛" T2 ⊂ T1 ❛♥❞ "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠❛♣
E˜T2 → E˜T1 ✐7 ♥✉❝❧❡❛4✳
❋♦& ❋&F❝❤❡( 3♣❛❝❡3✱ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐3 ❡✈❡♥ 3✐♠♣❧❡&✿
❚❤❡♦$❡♠ ❆✳✹✳✹✳✷✳ ❆ ❋4D❝❤❡" E 7♣❛❝❡ ✐7 ♥✉❝❧❡❛4 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐" ✐7 "❤❡ ♣4♦❥❡❝✲
"✐✈❡ ❧✐♠✐" ♦❢ ❛ 7❡=✉❡♥❝❡ ♦❢ ❍✐❧❜❡4" 7♣❛❝❡7 ✇✐"❤ ♥✉❝❧❡❛4 ✐♥❥❡❝"✐♦♥7✱ ✐❡ "❤❡4❡ ❡①✐7"7 ❛
❞❡❝4❡❛7✐♥❣ 7❡=✉❡♥❝❡ ♦❢ ❍❧✐❜❡4" 7♣❛❝❡7 (Hn) 7✉❝❤ "❤❛"✿
E =
∞⋂
n=0
Hn ✭❆✳✷✺✮
✶✸✷ ❆!!❊◆❉■❳ ❆✳ ❙❖▼❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ■◆ ❚❖!❖▲❖●❨
❛♥❞ ❢♦% ❡✈❡%② m < n✿
Hn →֒ Hm ✭❆✳✷✻✮
✐+ ♥✉❝❧❡❛%✳
❲❡ ♠❡♥,✐♦♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♠♦4❡ 4❡5✉❧,5 ❛❜♦✉, ♥✉❝❧❡❛4 5♣❛❝❡5✿
❚❤❡♦$❡♠ ❆✳✹✳✹✳✸✳ ❆ ❋%2❝❤❡4 +♣❛❝❡ ✐+ ♥✉❝❧❡❛% ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐4+ +4%♦♥❣ ❞✉❛❧ ✐+
♥✉❝❧❡❛%✳
❚❤❡♦$❡♠ ❆✳✹✳✹✳✹✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡4❡ ❜❛%%❡❧❡❞ +♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐+ ♥✉❝❧❡❛% ✐+ ❛ ▼♦♥4❡❧ +♣❛❝❡✳
❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❚❤❡ ❇♦❝❤♥❡, ❛♥❞ .❡//✐0 ✐♥/❡❣,❛❧0
❋♦" #❤✐& ❛♣♣❡♥❞✐① ♦✉" &❡##✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❇❛♥❛❝❤ &♣❛❝❡ X ❛♥❞ ❛ ♠❡❛&✉"❡❞ &♣❛❝❡
(Ω,F , ν)❀ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧&♦ ♥♦#❡ X ′ ❢♦" #❤❡ &#"♦♥❣ #♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✉❛❧ &♣❛❝❡ ♦❢ X✳ ❚❤❡ ❛✐♠
✐& #♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ &#✉❞② #❤❡ ♠❡❛&✉"❛❜✐❧✐#② ❛♥❞ #❤❡ ✐♥#❡❣"❛❜✐❧✐#② ♦❢ X✲✈❛❧✉❡❞ ❜♦"❡❧✐❛♥
❢✉♥❝#✐♦♥& ♦♥ Ω✳ ❲❡ &#✐❝❦ #♦ #❤❡ ❝❛&❡ ♦❢ ❛ ♣♦&✐#✐✈❡ ♠❡❛&✉"❡ ❢♦" &✐♠♣❧✐❝✐#②✳ ❖✉"
"❡❢❡"❡♥❝❡ ✐& ❬✶✽❪✱ ✇❤❡"❡ ❛❧❧ #❤❡ ♣"♦♦❢& ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞✳
❇✳✶ ▼❡❛&✉(❛❜✐❧✐,②
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❇✳✶✳✵✳✷ ✭❙✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝#✐♦♥✮✳ f : Ω → X ✐! ❝❛❧❧❡❞ ❛ !✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✐❢
♦♥❡ ♠❛② ✇0✐,❡ ❛ ✜♥✐,❡ ❧✐♥❡❛0 ❝♦♠❜✐♥❛,✐♦♥✿
f =
∑
i
1Eiαi ✭❇✳✶✮
✇❤❡0❡ Ei ∈ F ❛♥❞ αi ∈ X✳
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❇✳✶✳✵✳✸ ✭❙#"♦♥❣ ♠❡❛&✉"❛❜✐❧✐#②✮✳ f : Ω → X ✐! ✭!,0♦♥❣❧②✮ ♠❡❛!✉0❛❜❧❡
✐❢ ,❤❡0❡ ❡①✐!,! ❛ !❡:✉❡♥❝❡ (fn) ♦❢ !✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝,✐♦♥! !✉❝❤ ,❤❛, ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞! ✐♥
,❤❡ ν✲❛✳!✳ !❡♥!❡✿
lim
n→∞
‖f − fn‖X = 0 ✭❇✳✷✮
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❇✳✶✳✵✳✹ ✭❲❡❛❦ ♠❡❛&✉"❛❜✐❧✐#②✮✳ f : Ω→ X ✐! ✇❡❛❦❧② ♠❡❛!✉0❛❜❧❡ ✐❢ ❢♦0
❡✈❡0② x∗ ∈ X ′ ,❤❡ 0❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝,✐♦♥ 〈x∗, f〉 ✐! ♠❡❛!✉0❛❜❧❡ ✐♥ ,❤❡ ✉!✉❛❧ ✭✜♥✐,❡✲
❞✐♠❡♥!✐♦♥♥❛❧✮ !❡♥!❡✳
❖♥❡ ♠❛② ✈❡"✐❢② #❤❛# ✐♥ #❤❡ ❝❛&❡ ✇❤❡"❡ X ✐& ♦❢ ✜♥✐#❡ ❞✐♠❡♥&✐♦♥✱ #❤❡&❡ #✇♦
♥♦#✐♦♥& ♦❢ ♠❡❛&✉"❛❜✐❧✐#② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐#❤ #❤❡ ✉&✉❛❧ ♦♥❡✳ ❆❧&♦ #❤❡"❡ ✐& #❤❡✿
❚❤❡♦0❡♠ ❇✳✶✳✵✳✺✳ f : Ω → X ✐! ν✲♠❡❛!✉0❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ,❤❡ ,✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥❞✐,✐♦♥! ❤♦❧❞✿
✶✸✸
✶✸✹ ❆!!❊◆❉■❳ ❇✳ ❚❍❊ ❇❖❈❍◆❊❘ ❆◆❉ !❊❚❚■❙ ■◆❚❊●❘❆▲❙
• f ✐! ν✲✇❡❛❦❧② ♠❡❛!✉+❛❜❧❡❀
• ❚❤❡+❡ ❡①✐!1! ❛ !❡♣❛+❛❜❧❡ !✉❜!♣❛❝❡ Y ♦❢ X !✉❝❤ 1❤❛1 f ✐! ν✲❛✳!✳ Y ✲✈❛❧✉❡❞✳
■♥ ♣❛'(✐❝✉❧❛'✱ ✐❢ X ✐/ ❛ /❡♣❛'❛❜❧❡ ❇❛♥❛❝❤ /♣❛❝❡✱ ❛/ ✇✐❧❧ ❜❡ (❤❡ ❝❛/❡ ✐♥ ♦✉'
♣'❛❝(✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥/✱ (❤❡ ♥♦(✐♦♥/ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛♥❞ /('♦♥❣ ♠❡❛/✉'❛❜✐❧✐(② ❝♦✐♥❝✐❞❡✳
❇✳✷ ❚❤❡ ❇♦❝❤♥❡) ✐♥+❡❣)❛❧
■❢ f ✐/ ❛ /✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝(✐♦♥✱ f =
∑
i 1Eiαi✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐(/ ✭❇♦❝❤♥❡'✮ ✐♥(❡❣'❛❧ ❛/✿∫
Ω
fdν =
∑
i
ν(Ei)αi ✭❇✳✸✮
❚❤❡♥ ❧❡( ✉/ ✐♥('♦❞✉❝❡ (❤❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❇✳✷✳✵✳✺ ✭❇♦❝❤♥❡' ✐♥(❡❣'❛❜✐❧✐(②✮✳ ❲❡ !❛② 1❤❛1 ❛ ✭!1+♦♥❣❧②✮ ♠❡❛!✉+❛❜❧❡
❢✉♥❝1✐♦♥ f : Ω → X ✐! ν✲❇♦❝❤♥❡+ ✐♥1❡❣+❛❜❧❡ ✐❢ 1❤❡+❡ ❡①✐!1! ❛ !❡?✉❡♥❝❡ ♦❢ !✐♠♣❧❡
❢✉♥❝1✐♦♥! !✉❝❤ 1❤❛1✿
lim
n→∞
∫
Ω
‖f − fn‖Xdν = 0 ✭❇✳✹✮
❛♥❞ 1❤❡♥ ✇❡ !❡1✿ ∫
Ω
fdν = lim
∫
Ω
fndν ✭❇✳✺✮
◆♦✇ ✇❡ /(❛(❡ (❤❡ ♠♦'❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥( ❝❤❛'❛❝(❡'✐③❛(✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉/❡ ✐♥ ♣'❛❝✲
(✐❝❡✿
❚❤❡♦.❡♠ ❇✳✷✳✵✳✻✳ f : Ω→ X ✐! ν✲❇♦❝❤♥❡+ ✐♥1❡❣+❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿∫
Ω
‖f‖Xdν <∞ ✭❇✳✻✮
❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧/♦ ♠❛❦❡ ✉/❡ ♦❢ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡/✉❧(/✿
❚❤❡♦.❡♠ ❇✳✷✳✵✳✼ ✭❉♦♠✐♥❛(❡❞ ❝♦♥✈❡'❣❡♥❝❡ (❤❡♦'❡♠✮✳ ▲❡1 (fn) ❜❡ ❛ !❡?✉❡♥❝❡ ♦❢
❇♦❝❤♥❡+✲✐♥1❡❣+❛❜❧❡ ❢✉♥❝1✐♦♥!✳ ❲❡ !✉♣♣♦!❡ 1❤❛1✿
• limn→∞ ν ({‖f − fn‖X > ǫ}) = 0 ❢♦+ ❡✈❡+② ǫ > 0❀
• ❚❤❡+❡ ❡①✐!1! ❛ ν✲✐♥1❡❣+❛❜❧❡✱ R+✲✈❛❧✉❡❞ ❢✉♥❝1✐♦♥ g !✉❝❤ 1❤❛1 ‖fn‖ ≤ g ❢♦+
❡✈❡+② n✳
❇✳✸✳ ❚❍❊ &❊❚❚■❙ ■◆❚❊●❘❆▲ ✶✸✺
❚❤❡♥ f ✐% ✭%'(♦♥❣❧② ♠❡❛%✉(❛❜❧❡ ❛♥❞✮ ❇♦❝❤♥❡( ✐♥'❡❣(❛❜❧❡ ❛♥❞✿
lim
∫
Ω
fndν =
∫
Ω
fdν ✭❇✳✼✮
❚❤❡♦$❡♠ ❇✳✷✳✵✳✽ ✭❆❜'♦❧✉+❡ ❝♦♥+✐♥✉✐+② ♦❢ +❤❡ ❇♦❝❤♥❡3 ✐♥+❡❣3❛❧✮✳ ▲❡" f ❜❡ ❛
❇♦❝❤♥❡* ✐♥"❡❣*❛❜❧❡ ❢✉♥❝"✐♦♥❀ "❤❡♥✿
lim
ν(E)→0
∫
E
fdν = 0 ✭❇✳✽✮
✇❤❡*❡ "❤❡ ✐♥"❡❣*❛❧3 ❛❜♦✈❡ ❛*❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛3✿∫
E
fdν =
∫
Ω
1Efdν ✭❇✳✾✮
❚❤❡♦$❡♠ ❇✳✷✳✵✳✾ ✭❚3✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡9✉❛❧✐+②✮✳ ■❢ f ✐3 ❛ ❇♦❝❤♥❡* ✐♥"❡❣*❛❜❧❡ ❢✉♥❝"✐♦♥
"❤❡♥✿ ∥∥∥∥
∫
Ω
fdν
∥∥∥∥
X
≤
∫
Ω
‖f‖Xdν ✭❇✳✶✵✮
❚❤❡♦$❡♠ ❇✳✷✳✵✳✶✵ ✭❉✐✛❡3❡♥+✐❛+✐♦♥✮✳ ■❢ f ❛♥❞ g ❛*❡ "✇♦ ❇♦❝❤♥❡* ✐♥"❡❣*❛❜❧❡ ❢✉♥❝✲
"✐♦♥3 3✉❝❤ "❤❛" ❢♦* ❡✈❡*② E ∈ Σ✿∫
E
fdν =
∫
E
gdν ✭❇✳✶✶✮
"❤❡♥ f = g ν✲❛✳3✳
❚❤❡♦$❡♠ ❇✳✷✳✵✳✶✶ ✭❍✐❧❧❡✮✳ ▲❡" X ❛♥❞ Y ❜❡ "✇♦ 3❡♣❛*❛❜❧❡ ❇❛♥❛❝❤ 3♣❛❝❡3 ❛♥❞
T ∈ Lc(X, Y )✳ ■❢ ❜♦"❤ f ❛♥❞ T ◦ f ❛*❡ ❇♦❝❤♥❡*✲✐♥"❡❣*❛❜❧❡ "❤❡♥✿
T
(∫
Ω
fdν
)
=
∫
Ω
T ◦ fdν ✭❇✳✶✷✮
❇✳✸ ❚❤❡ &❡''✐) ✐♥'❡❣,❛❧
▲❡♠♠❛ ❇✳✸✳✵✳✶✳ ❈♦♥3✐❞❡* ❛ ✇❡❛❦❧② ♠❡❛3✉*❛❜❧❡ f : Ω → X 3✉❝❤ "❤❛" ❢♦* ❡✈❡*②
x∗ ∈ X ′✿
〈x∗, f〉 ∈ L1(ν) ✭❇✳✶✸✮
❚❤❡♥ ❢♦* ❡✈❡*② E ∈ Σ "❤❡*❡ ❡①✐3"3 ❛ ✉♥✐A✉❡ ❡❧❡♠❡♥" IE ∈ X∗∗ 3✉❝❤ "❤❛" ❢♦* ❡✈❡*②
x∗ ∈ X ′✿
IE(x
∗) =
∫
E
〈x∗, f〉 dν ✭❇✳✶✹✮
IE ✐' +❤❡ ❉✉♥❢♦3❞ ✐♥+❡❣3❛❧ ♦❢ f ♦♥ +❤❡ ♠❡❛'✉3❛❜❧❡ '❡+ E✳ ■❢ X ✐' 3❡✢❡①✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ +❤❡ ❝❛'❡ ✐♥ ♦✉3 ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥'✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥'✐❞❡3 +❤❛+ IE ∈ X ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐+
❛ K❡++✐' ✐♥+❡❣3❛❧✳ ❚❤❡♥ +❤❡ K❡++✐' ✐♥+❡❣3❛❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡' ✇✐+❤ +❤❡ ❇♦❝❤♥❡3 ✐♥+❡❣3❛❧ ❢♦3
'+3♦♥❣❧② ♠❡❛'✉3❛❜❧❡ ❢✉♥❝+✐♦♥'✳
✶✸✻ ❆!!❊◆❉■❳ ❇✳ ❚❍❊ ❇❖❈❍◆❊❘ ❆◆❉ !❊❚❚■❙ ■◆❚❊●❘❆▲❙
❆♣♣❡♥❞✐① ❈
❙♦♠❡ +❡,✉❧/, ✐♥ ,❡♠✐❣+♦✉♣ /❤❡♦+②
■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜.✐❡❢ ✐♥".♦❞✉❝"✐♦♥ "♦ "❤❡ "❤❡♦.② ♦❢ %❡♠✐❣.♦✉♣% ❛♥❞ ❣❡♥✲
❡.❛"♦.%✳ ❲❡ ♠♦%"❧② ❢♦❧❧♦✇ ❬✽✹❪ ❛♥❞ ❬✶✹❪❀ ❬✻✵❪ ♣.♦✈✐❞❡% ❛♥ ✐♥".♦❞✉❝"✐♦♥ "♦ ❤♦✇ "❤❡
"❤❡♦.② ❛♣♣❧✐❡% "♦ ♣.♦❜❛❜✐❧✐"② ✇❤✐❧❡ ❬✶❪✱ ❬✼✵❪ ♦. ❬✼✶❪ .❡❧❛"❡% ✐" "♦ "❤❡ ❝♦♥%".✉❝"✐♦♥
❛♥❞ "❤❡ ♣.♦♣❡."✐❡% ♦❢ %♣❛❝❡% ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ✉%❡ ✐♥ ❛♥❛❧②%✐%✳
❈✳✶ ❉❡✜♥✐(✐♦♥
▲❡" X ❜❡ %♦♠❡ ❇❛♥❛❝❤ %♣❛❝❡✳ ❲❡ %"❛." ❜② ✐♥".♦❞✉❝✐♥❣ "❤❡ ♥♦"✐♦♥ ✇✐"❤ ✇❤✐❝❤ "❤✐%
❛♣♣❡♥❞✐① ❞❡❛❧%✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❈✳✶✳✵✳✻ ✭❙❡♠✐❣.♦✉♣ ♦♥ X✮✳ (Tt)t≥0✱ ♦" Tt ❢♦" $❤♦"&✱ ✐$ $❛✐❞ &♦ ❜❡ ❛
$❡♠✐❣"♦✉♣ ♦♥ X ✐❢ ✐& ✈❡"✐✜❡$ &❤❡ &❤"❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣"♦♣❡"&✐❡$✿
• ∀t ≥ 0✿ Tt ∈ Lc(X)
• ∀t1, t2 ≥ 0✿ Tt1+t2 = Tt1 ◦ Tt2
• T0 = Id
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❈✳✶✳✵✳✼ ✭❙❡♠✐❣.♦✉♣ ♦❢ ❝❧❛%% C0✮✳ ❆ $❡♠✐❣"♦✉♣ Tt ✐$ $❛✐❞ &♦ ❜❡ ♦❢ ❝❧❛$$
C0 ✐❢ ❢♦" ❡✈❡"② x ∈ X &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐& ❤♦❧❞$ ✐♥ &❤❡ $&"♦♥❣ $❡♥$❡✿
lim
t→0
Ttx = x ✭❈✳✶✮
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❈✳✶✳✵✳✽ ✭❈♦♥".❛❝"✐♦♥ %❡♠✐❣.♦✉♣✮✳ ■❢ ❛ $❡♠✐❣"♦✉♣ Tt ✐$ $✉❝❤ &❤❛& ❢♦"
❡✈❡"② t ≥ 0✱ ‖Tt‖Lc(X) ≤ 1✱ ✭"❡$♣✳ < 1✮ ✇❡ ❝❛❧❧ Tt ❛ ❝♦♥&"❛❝&✐♦♥ $❡♠✐❣"♦✉♣ ✭"❡$♣✳
❛ $&"✐❝& ❝♦♥&"❛❝&✐♦♥ $❡♠✐❣"♦✉♣✮✳
✶✸✼
✶✸✽ ❆!!❊◆❉■❳ ❈✳ ❙❖▼❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ■◆ ❙❊▼■●❘❖❯! ❚❍❊❖❘❨
❈✳✷ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐)❡*✐♠❛❧ ❣❡♥❡/❛)♦/
▲❡% Tt ❜❡ '♦♠❡ '❡♠✐❣,♦✉♣ ♦❢ ❝❧❛'' C
0
♦♥ X✳ ❲❡ ✐♥%,♦❞✉❝❡ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '%,♦♥❣
❧✐♠✐%✱ ✇❤❡♥❡✈❡, ✐% ❡①✐'%'✿
Ax = lim
t→0
Ttx− x
t
✭❈✳✷✮
❛♥❞ ✇❡ ✐♥%,♦❞✉❝❡ %❤❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❈✳✷✳✵✳✾ ✭■♥✜♥✐%❡'✐♠❛❧ ❣❡♥❡,❛%♦, ♦❢ ❛ '❡♠✐❣,♦✉♣✮✳ A ✐! "❤❡ ✐♥✜♥✐"❡!✐♠❛❧
❣❡♥❡+❛"♦+ ♦❢ Tt✳
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❈✳✷✳✵✳✶✵ ✭❉♦♠❛✐♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥✜♥✐%❡'✐♠❛❧ ❣❡♥❡,❛%♦,✮✳ ❚❤❡ !❡" D(A) ♦❢
"❤♦!❡ x ∈ X !✉❝❤ "❤❛" Ax ✐! ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐! ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ A✳
❚❤❡ ♣,♦♣❡,%✐❡' ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐%❡'✐♠❛❧ ❣❡♥❡,❛%♦, %❤❛% ✇❡ ✇✐❧❧ ✉'❡ ❛,❡ '✉♠♠❛,✐③❡❞
✐♥ %❤❡✿
❚❤❡♦/❡♠ ❈✳✷✳✵✳✶✷✳ ❖♥❡ ❤❛!✿
• D(A) ✐! ❛ !✉❜!♣❛❝❡ ♦❢ X ❛♥❞ A ∈ L (D(A), X)
• D(A) ✐! ❞❡♥!❡ ✐♥ X ✭❢♦+ "❤❡ "♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ‖ · ‖X)
• ‖x‖A := ‖x‖X + ‖Ax‖X ❞❡✜♥❡! ❛ ♥♦+♠ ♦♥ D(A) ❛♥❞ D(A) ❡:✉✐♣♣❡❞ ✇✐"❤
"❤❛" ♥♦+♠ ✐! ❛ ❇❛♥❛❝❤ !♣❛❝❡✳
• ■❢ x ∈ X ❛♥❞ t > 0 "❤❡♥ Ttx ∈ D(A) ❛♥❞ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡❧❛"✐♦♥! ❤♦❧❞✿
ATtx =
d
dt
(Ttx) ✭❈✳✸✮
Ttx− x =
∫ t
0
(TsAx) ds ✭❈✳✹✮
✇❤❡+❡ "❤❡ ✐♥"❡❣+❛❧ ✐! ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ❇♦❝❤♥❡+ !❡♥!❡✱ !❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳
• ■❢ x ∈ D(A)✿
ATtx = TtAx ✭❈✳✺✮
❙✐♠✐❧❛,❧②✱ ♦♥❡ ♠❛② ❞❡✜♥❡ ♣♦✇❡,' Ar ❢♦, r ∈ N✱ D(Ar+1) ❜❡✐♥❣ ❛ '✉❜'♣❛❝❡ ♦❢
D(Ar)✳ ❍❡,❡ ❛,❡ %❤❡ ♣,♦♣❡,%✐❡' ✇❡ ✇✐❧❧ ✉'❡ ❛❜♦✉% %❤❡ ♣♦✇❡,' ♦❢ A✿
❚❤❡♦/❡♠ ❈✳✷✳✵✳✶✸✳ ❖♥❡ ❤❛!✿
• ⋂r∈ND(Ar) ✐! ❞❡♥!❡ ✐♥ X ❛♥❞ ❝♦♥"❛✐♥! ❛❧❧ "❤❡ Ttx✱ x ∈ X✳
❈✳✸✳ ❘❊❙❖▲❱❊◆❚ ❖❋ ❆ ❙❊▼■●❘❖❯1 ✶✸✾
• ■❢ x ∈ D(Ar) "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞✿
dr
dtr
(Ttx) = A
rTtx = TtA
rx ✭❈✳✻✮
❛♥❞ ❛. ❛ ❇♦❝❤♥❡1 ✐♥"❡❣1❛❧✿
Ttx−
r−1∑
k=0
tk
k!
Akx =
1
(r − 1)! ·
∫ t
0
(t− s)r−1 · TsArx ds ✭❈✳✼✮
• ❋♦1 ❡✈❡1② x ∈ X✿
(Tt − Id)r x =
∫ t
0
. . .
∫ t
0
Ts1+···+srx ds1 . . . dsr ✭❈✳✽✮
❊+✉❛.✐♦♥ ✭❈✳✼✮ ❥✉3.✐✜❡3 .❤❛. ✇❡ ✇✐❧❧ 3♦♠❡.✐♠❡3 ❛❜✉3✐✈❡❧② ♥♦.❡✿
Tt = e
t·A
✭❈✳✾✮
❈✳✸ ❘❡%♦❧✈❡♥* ♦❢ ❛ %❡♠✐❣0♦✉♣
❲❡ 3.❛?. ✇✐.❤ .❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ❈✳✸✳✵✳✶✹ ✭❍✐❧❧❡✮✳
w0 := sup
t∈R+
1
t
log ‖Tt‖Lc(X) <∞ ✭❈✳✶✵✮
❚❤❡♥✱ ❢♦? λ > w0✱ ♦♥❡ ♠❛② ❞❡✜♥❡ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥.❡❣?❛❧ ✐♥ .❤❡ 3❡♥3❡ ♦❢ ❇♦❝❤♥❡?✿
Rλ(A)x :=
∫ ∞
0
e−λtTtx dt ✭❈✳✶✶✮
❉❡✜♥✐0✐♦♥ ❈✳✸✳✵✳✶✶ ✭❘❡3♦❧✈❡♥. ♦❢ ❛ 3❡♠✐❣?♦✉♣✮✳ Rλ(A) ✐. "❤❡ 1❡.♦❧✈❡♥" ♦❢ "❤❡
.❡♠✐❣1♦✉♣ Tt✳
❚❤✐3 ✐3 ✐♥.❡?❡3.✐♥❣ ❜❡❝❛✉3❡ ♦❢ .❤❡✿
1$♦♣♦3✐0✐♦♥ ❈✳✸✳✵✳✶✳ ❋♦1 λ > w0✱ ❢♦1 ❡✈❡1② x ∈ X✱ Rλ(A)x ∈ D(A) ❛♥❞✿
RλA (λ · Id− A) x = x ✭❈✳✶✷✮
❚❤❡?❡❢♦?❡ ✇❡ ✇✐❧❧ 3♦♠❡.✐♠❡3 .❤✐♥❦ ♦❢ Rλ(A) ❛3 .❤❡ ✐♥✈❡?3❡ ♦❢ λ · Id− A✳
✶✹✵ ❆!!❊◆❉■❳ ❈✳ ❙❖▼❊ ❘❊❙❯▲❚❙ ■◆ ❙❊▼■●❘❖❯! ❚❍❊❖❘❨
❈✳✹ ■$ ❛♥ ♦♣❡*❛+♦* +❤❡ ❣❡♥❡*❛+♦* ♦❢ ❛ $❡♠✐❣*♦✉♣❄
❈✳✺ ❋*❛❝+✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡*$ ♦❢ ❛ ❝♦♥+*❛❝+✐♦♥ $❡♠✐❣*♦✉♣
❛♥❞ $✉❜♦*❞✐♥❛+✐♦♥
❙✉♣♣♦'❡ )❤❛) Tt ✐' ❛ ')-✐❝) ❝♦♥)-❛❝)✐♦♥ '❡♠✐❣-♦✉♣✳ ❚❤❡♥✱ ✉'✐♥❣ )❤❡ ♥♦)❛)✐♦♥ ♦❢
)❤❡♦-❡♠ ❈✳✸✳✵✳✶✹✱ ♦♥❡ ❤❛' w0 < 0 '♦ ❢♦- 0 < β < 1 ✐) ✐' ♣♦''✐❜❧❡ )♦ ❞❡✜♥❡✱ ✐♥ )❤❡
'❡♥'❡ ♦❢ ❇♦❝❤♥❡-✿
(−A)βx = sin(βπ)
π
·
∫ ∞
0
λβ−1 (λ · Id− A)−1 (−Ax)dλ ✭❈✳✶✸✮
=
1
Γ(β)
·
∫ ∞
0
λ−β−1 (Tλx− x) dλ ✭❈✳✶✹✮
❲❡ ❝❛❧❧ )❤❡'❡ ❢-❛❝)✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡-' ♦❢ A❀ )❤✐' ♠❛❦❡' ✐♥)✉✐)✐✈❡ '❡♥'❡ ❜❡❝❛✉'❡ ✇✐)❤✐♥ ❛
❤✐❧❜❡-)✐❛♥ '❡))✐♥❣ ♦♥❡ ♠❛② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ A ❛♥❞ )❤❡-❡ ✐'✿
xβ = x · sin(βπ)
π
·
∫ ∞
0
λ
λ+ x
dλ ✭❈✳✶✺✮
=
1
Γ(β)
·
∫ ∞
0
e−λx − 1
λβ+1
✭❈✳✶✻✮
❖♥ )❤❡ ♦)❤❡- ❤❛♥❞✱ ✐) ✐' ♣♦''✐❜❧❡ )♦ ❝♦♥')-✉❝) )❤❡ ❢❛♠✐❧② T βt ♦❢ )❤❡ '♦✲❝❛❧❧❡❞
'✉❜♦-❞✐♥❛)❡❞ '❡♠✐❣-♦✉♣' ❢-♦♠ Tt❀ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐♥ )❤❡ '❡♥'❡ ♦❢ ❇♦❝❤♥❡-✱ ❞❡✜♥❡✿
T βt x =
∫ ∞
0
tsλ
β
t (ds) ✭❈✳✶✼✮
✇❤❡-❡ )❤❡ λβt ❛-❡ ❞❡✜♥❡❞ )❤-♦✉❣❤ )❤❡✐- ▲❛♣❧❛❝❡ )-❛♥'❢♦-♠' ❛'✿∫ ∞
0
e−γsλβt (ds) = e
−γβt
✭❈✳✶✽✮
❚❤❡♥✱ )❤❡ ❣❡♥❡-❛)♦- ♦❢ T βt ✐' −(−A)β✳
❈♦♠❜✐♥✐♥❣ )❤❡ ♥♦)✐♦♥' ♦❢ -❡'♦❧✈❡♥) ❛♥❞ ♦❢ ❢-❛❝)✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡-'✱ ♦♥❡ ❛❧'♦ ♠❛②
❞❡✜♥❡ (λ · Id− A)−s ❢♦- ❛ ❣❡♥❡-❛❧ s > 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ )❤❡ '❡♥'❡ ♦❢ ❇♦❝❤♥❡- ✇❡ '❡)✿
(λ · Id− A)−sx = 1
Γ(s)
∫ ∞
0
ts−1e−λtTtx dt ✭❈✳✶✾✮
❆♣♣❡♥❞✐① ❉
■♥)❡*♣♦❧❛)✐♦♥ )❤❡♦*②
■♥ "❤✐% ❛♣♣❡♥❞✐① ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❜/✐❡❢ /❡✈✐❡✇ ♦❢ "❤❡ /❡❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡"❤♦❞% ♦❢ ✐♥✲
"❡/♣♦❧❛"✐♦♥ ❢♦/ ❇❛♥❛❝❤ %♣❛❝❡%✳ ■♥ ♦✉/ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥%✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦%"❧② /❡❢❡/ "♦ "❤❡
❝❛%❡ ✇❤❡/❡ "❤❡ %♣❛❝❡% ✇❡ ✐♥"❡/♣♦❧❛"❡ ❛/❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛% "❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ "❤❡ ✐♥✜♥✐"❡%✐♠❛❧
❣❡♥❡/❛"♦/ ♦❢ %♦♠❡ %❡♠✐❣/♦✉♣✱ %♦ ✇❡ ❛❧%♦ ❣✐✈❡ ♠♦/❡ %♣❡❝✐✜❝ /❡%✉❧"% ❢♦/ "❤❡ ✐♥"❡/✲
♣♦❧❛"✐♦♥ ♦❢ %❡♠✐❣/♦✉♣%✳ ❲❡ ♠❛✐♥❧② ❢♦❧❧♦✇ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❬✶✹❪❀ ❝❧❛%%✐❝ ❡①❛♠♣❧❡% ✭❙♦❜♦❧❡✈
❛♥❞ ❇❡%♦✈ %♣❛❝❡%✱ ❍F❧❞❡/ %♣❛❝❡%✱ ❡"❝✳✮ ❛/❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡"❛✐❧ ✐♥ ❬✶❪✱ ❬✻✼❪✱ ❬✼✵❪ ❛♥❞
❬✼✶❪ ❢♦/ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ♥♦ ♣/♦♦❢% ❛♥❞ /❡❢❡/ "♦ "❤❡%❡ /❡❢❡/❡♥❝❡% ✐♥%"❡❛❞✳
❉✳✶ ●❡♥❡&❛❧ ❞❡✜♥✐,✐♦♥.
■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡/ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥%✐❞❡/ "✇♦ ♥♦/♠❡❞ %♣❛❝❡% A0 ❛♥❞ A1❀ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧%♦ ♥♦"❡✿
A¯ = (A0, A1) ✭❉✳✶✮
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❉✳✶✳✵✳✶✷ ✭❈♦♠♣❛"✐❜❧❡ ♥♦/♠❡❞ %♣❛❝❡%✮✳ ❚❤❡ ♥♦%♠❡❞ ✈❡❝*♦% +♣❛❝❡+ A0
❛♥❞ A1 ❛%❡ +❛✐❞ *♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛*✐❜❧❡ ✐❢ *❤❡%❡ ❡①✐+*+ ❛ ❍❛✉++❞♦%❢ +♣❛❝❡ A +✉❝❤ *❤❛* *❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❝♦♥*✐♥✉♦✉+✮ ✐♥❥❡❝*✐♦♥+ ❤♦❧❞✿
A0, A1 →֒ A ✭❉✳✷✮
❚❤❡♥ ✐* ✐+ ♣♦++✐❜❧❡ *♦ ❞❡✜♥❡ *❤❡ ✈❡❝*♦% +♣❛❝❡+ A0 ∩ A1 ❛♥❞ A0 + A1 ❛♥❞ *♦ ❡<✉✐♣
*❤❡♠ ✇✐*❤ *❤❡ ♥♦%♠+✿
‖a‖A0∩A1 = max (‖a‖A0 , ‖a‖A1) ✭❉✳✸✮
‖a‖A0+A1 = inf
a0+a1=a
(‖a‖A0 + ‖a‖A1) ✭❉✳✹✮
❲❡ ❤❛✈❡ "❤❡ ❡❛%②✿
+,♦♣♦.✐%✐♦♥ ❉✳✶✳✵✳✷✳ ■❢ A0 ❛♥❞ A1 ❛%❡ ❝♦♠♣❛*✐❜❧❡ ❇❛♥❛❝❤ +♣❛❝❡+✱ *❤❡♥ A0 ∩A1
❛♥❞ A0 + A1 ❛%❡ ❇❛♥❛❝❤ +♣❛❝❡+✳
✶✹✶
✶✹✷ ❆!!❊◆❉■❳ ❉✳ ■◆❚❊❘!❖▲❆❚■❖◆ ❚❍❊❖❘❨
■♥ ♣&❛❝)✐❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦0)❧② ❝♦♥0✐❞❡& )❤❡ ❝❛0❡ ✇❤❡&❡ A0 ⊂ A1 = A ❜✉) ✇❡ 0)✐❧❧
0)❛)❡ )❤❡ ❣❡♥❡&❛❧ &❡0✉❧)0 ❛0 )❤✐0 ❞♦❡0 ♥♦) ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ❡①)&❛ ❞✐✣❝✉❧)②✳ ❲❡ ✐♥)&♦❞✉❝❡
)❤❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❉✳✶✳✵✳✶✸ ✭■♥)❡&♠❡❞✐❛)❡ 0♣❛❝❡✮✳ A ✐! !❛✐❞ $♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥$❡)♠❡❞✐❛$❡ !♣❛❝❡
✐♥ A¯ ✐❢ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❝♦♥$✐♥✉♦✉!✮ ✐♥❥❡❝$✐♦♥! ❤♦❧❞✿
A0 ∩ A1 →֒ A →֒ A0 + A1 ✭❉✳✺✮
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❉✳✶✳✵✳✶✹ ✭■♥)❡&♣♦❧❛)✐♦♥ 0♣❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥$❡)♠❡❞✐❛$❡ !♣❛❝❡ A ✐♥ A¯ ✐! !❛✐❞
$♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥$❡)♣♦❧❛$✐♦♥ !♣❛❝❡ ✐♥ A¯ ✐❢ ❢♦) ❡✈❡)② T ∈ Lc(A¯) ♦♥❡ ❛❧!♦ ❤❛! T ∈ Lc(A)✳
❚❤❡ ❦❡② &❡0✉❧) ✐0 )❤❡✿
❚❤❡♦.❡♠ ❉✳✶✳✵✳✶✺✳ ■❢ A ✐! ❛♥ ✐♥$❡)♣♦❧❛$✐♦♥ !♣❛❝❡ ✐♥ A¯ $❤❡)❡ ❡①✐!$! ❛ ♥✉♠❜❡)
C > 0 ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡) θ ∈ [0, 1] !✉❝❤ $❤❛$ ❢♦) ❡✈❡)② T ∈ Lc(A¯)✿
‖T‖Lc(A¯) ≤ C · ‖T‖1−θLc(A0) · ‖T‖θLc(A1) ✭❉✳✻✮
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❉✳✶✳✵✳✶✺✳ ■♥ $❤❡ ❢)❛♠❡✇♦)❦ ♦❢ $❤❡ ❛❜♦✈❡ $❤❡♦)❡♠✱ A ✐! !❛✐❞ $♦ ❜❡ ❛♥
✐♥$❡)♣♦❧❛$✐♦♥ !♣❛❝❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥$ θ✳
❉✳✷ ❚❤❡ &❡❛❧ ♠❡*❤♦❞ ♦❢ ✐♥*❡&♣♦❧❛*✐♦♥
❲❡ 0)❛&) ✇✐)❤ 0♦♠❡ ♥♦)❛)✐♦♥✳ ▲❡) a ∈ A0 + A1❀ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜♦&❡❧✐❛♥ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦♥
R+ ❜② )❤❡ ❡H✉❛)✐♦♥✿
K(t, a) = inf
a=a0+a1
(‖a0‖A0 + t · ‖a1‖A1) ✭❉✳✼✮
■❢ a ∈ A0 ∩ A1 ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜♦&❡❧✐❛♥ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦♥ R+ ❜② )❤❡ ❡H✉❛)✐♦♥✿
J(t, a) = max (‖a‖A0 , t · ‖a‖A1) ✭❉✳✽✮
❋✐♥❛❧❧② ✐❢ φ ✐0 ❛ ♣♦0✐)✐✈❡ ❜♦&❡❧✐❛♥ ❢✉♥❝)✐♦♥ ♦♥ R+✱ ❢♦& 0 ≤ θ ≤ 1 ❛♥❞ q ∈ [1,∞] ✇❡
✐♥)&♦❞✉❝❡ )❤❡ H✉❛♥)✐)② ✭✇❤✐❝❤ ✐0 ♣♦00✐❜❧② +∞✮✿
Φθ,q(φ) =
(∫ ∞
0
(
t−θφ(t)
)q dt
t
) 1
q
✭❉✳✾✮
❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ 0♣❛❝❡ )❤&♦✉❣❤ K ❜② 0❡))✐♥❣✿
‖a‖θ,q,K = Φθ,q (K(·, a)) ✭❉✳✶✵✮
❉✳✷✳ ❚❍❊ ❘❊❆▲ ▼❊❚❍❖❉ ❖❋ ■◆❚❊❘.❖▲❆❚■❖◆ ✶✹✸
❛♥❞✿
A¯θ,q,K =
{
a ∈ A0 + A1
∣∣∣‖a‖θ,q,K <∞} ✭❉✳✶✶✮
❖♥ ,❤❡ ♦,❤❡0 ❤❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ 3❡, A¯θ,q,J ❜❛3❡❞ ♦♥ J ❛3 ,❤❡ 3❡, ♦❢ ,❤♦3❡
a ∈ A0 ∩ A1 ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ 0❡♣0❡3❡♥,❡❞ ❛3✿
a =
∫ ∞
0
u(t)
dt
t
✭❉✳✶✷✮
❢♦0 3♦♠❡ ❜♦0❡❧✐❛♥ u : R+ 7→ A0∩A1 3✉❝❤ ,❤❛, Φ (J(·, u(·))) <∞ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥,0♦❞✉❝❡✿
‖a‖θ,q,J = inf
u
Φ (J(·, u(·))) ✭❉✳✶✸✮
◆♦✇ ✇❡ ♠❛② 3,❛,❡ ,❤❡ ♠❛✐♥ 0❡3✉❧, ✐♥ ,❤✐3 ♣❛0❛❣0❛♣❤✿
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✷✳✵✳✶✻ ✭❘❡❛❧ ✐♥,❡0♣♦❧❛,✐♦♥✮✳ ❖♥❡ ❤❛%✿
• (A¯θ,q,K , ‖a‖θ,q,K) ❛♥❞ (A¯θ,q,J , ‖a‖θ,q,J) ❛(❡ )✇♦ ♥♦(♠❡❞ ✈❡❝)♦( %♣❛❝❡%✱ )♦ ✇❤✐❝❤
✇❡(❡❢❡( ❛% )❤❡ ❑✲♠❡)❤♦❞ ✭(❡%♣✳ )❤❡ ❏✲♠❡)❤♦❞✮ (❡❛❧ ✐♥)❡(♣♦❧❛)✐♦♥ %♣❛❝❡%✳
• ❚❤❡%❡ %♣❛❝❡% ❛(❡ ✐♥)❡(♣♦❧❛)✐♦♥ %♣❛❝❡% ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥) θ✳
• ■❢ 0 < θ < 1 ❛♥❞ q ∈ [1,∞] )❤❡ ❑ ❛♥❞ ❏ %♣❛❝❡% ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐)❤ ❡=✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢
♥♦(♠%✳ ❚❤❡♥ ✇❡ %✐♠♣❧② ♥♦)❡ A¯θ,q ♦( ❡=✉✐✈❛❧❡♥)❧② (A0, A1)θ,q ❢♦( )❤❛) %♣❛❝❡✳
• ■❢ A0 ❛♥❞ A1 ❛(❡ ❇❛♥❛❝❤ %♣❛❝❡% )❤❡♥ %♦ ✐% A¯θ,q✳
• ■❢ q <∞ )❤❡♥ A0 ∩ A1 ✐% ❞❡♥%❡ ✐♥ A¯θ,q✳
❲❡ ✇✐❧ ❛❧3♦ ♥❡❡❞ ,❤❡ ,✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0❡3✉❧,3✿
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✷✳✵✳✶✼ ✭❘❡✐,❡0❛,✐♦♥ ,❤❡♦0❡♠✮✳ ■❢ A0✱ A1 ❛(❡ )✇♦ ❝♦♠♣❛)✐❜❧❡ ❇❛♥❛❝❤
%♣❛❝❡% ❛♥❞ ✐❢ 0 < θ, θ0, θ1, η < 1 ✈❡(✐❢②✿
θ = (1− η) · θ0 + η · θ1 ✭❉✳✶✹✮
)❤❡♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞%✿ (
A¯θ0,q, A¯θ1,q
)
η,q
= A¯θ,q ✭❉✳✶✺✮
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✷✳✵✳✶✽ ✭❉✉❛❧✐,② ,❤❡♦0❡♠✮✳ ■❢ A0 ❛♥❞ A1 ❛(❡ )✇♦ ❝♦♠♣❛)✐❜❧❡ ❇❛♥❛❝❤
%♣❛❝❡% %✉❝❤ )❤❛) A0 ∩ A1 ✐% ❞❡♥%❡ ✐♥ ❜♦)❤ A0 ❛♥❞ A1 )❤❡♥✿
A¯′θ,q = (A
′
0, A
′
1)θ,q∗ ✭❉✳✶✻✮
✶✹✹ ❆!!❊◆❉■❳ ❉✳ ■◆❚❊❘!❖▲❆❚■❖◆ ❚❍❊❖❘❨
❉✳✸ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡,❤♦❞ ♦❢ ✐♥,❡1♣♦❧❛,✐♦♥
❲❡ ✐♥&'♦❞✉❝❡✿
S :=
{
z ∈ C
∣∣∣0 ≤ ℜz ≤ 1} ✭❉✳✶✼✮
❚❤❡♥ ✐❢ A0 ❛♥❞ A1 ❛'❡ &✇♦ ❝♦♠♣❛✐❜❧❡ ❇❛♥❛❝❤ <♣❛❝❡<✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ✈❡❝&♦' <♣❛❝❡
F(A¯) ❛< &❤❡ <❡& ♦❢ &❤♦<❡ ❢✉♥❝&✐♦♥< f <✉❝❤ &❤❛&✿
• f ✐< C0b ♦♥ S❀
• f ✐< ❤♦❧♦♠♦'♣❤✐❝ ♦♥ S◦❀
• ❋♦' j ∈ {0, 1}✿ t ∈ R+ 7→ f(j + it) ∈ Aj ✐< ❝♦♥&✐♥✉♦✉<❀
• ❋♦' j ∈ {0, 1}✿ lim|t|→∞ f(j + it) = 0
❛♥❞ ✇❡ <&❛&❡ &❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✸✳✵✳✶✾✳ F(A¯) ✐! ❛ ❇❛♥❛❝❤ !♣❛❝❡ ✇❤❡♥ ❡*✉✐♣♣❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ♥♦/♠✿
‖f‖F(A¯) = max
(
sup
t
‖f(it)‖A0 , sup
t
‖f(1 + it)‖A1
)
✭❉✳✶✽✮
◆♦✇ ❢♦' 0 ≤ θ ≤ 1 ✇❡ ✐♥&'♦❞✉❝❡ &❤❡ <❡&✿
[A¯]θ =
{
a ∈ A0 + A1
∣∣∣∃f ∈ F(A¯), f(θ) = a} ✭❉✳✶✾✮
❛♥❞ ✇❡ <&❛&❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✸✳✵✳✷✵ ✭❈♦♠♣❧❡① ✐♥&❡'♣♦❧❛&✐♦♥✮✳ [A¯]θ ✐! ❛ ✈❡❝-♦/ !♣❛❝❡❀ ✐- ❛❧!♦ ✐! ❛
❇❛♥❛❝❤ !♣❛❝❡ ✐❢ ❡*✉✐♣♣❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ ♥♦/♠✿
‖a‖θ = inf
{
‖f‖F(A¯)
∣∣∣f(θ) = a} ✭❉✳✷✵✮
▼♦/❡♦✈❡/ [A¯]θ ✐! ❛♥ ✐♥-❡/♣♦❧❛-✐♦♥ !♣❛❝❡ ♦❢ ♦/❞❡/ θ ❛♥❞ A0 ∩ A1 ✐! ❞❡♥!❡ ✐♥ [A¯]θ✳
❘❡♠❛$❦ ❉✳✸✳✵✳✶✳ ❬✶✵❪ ✐♥-/♦❞✉❝❡! ❛♥♦-❤❡/ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥-❡/♣♦❧❛-✐♦♥ ♠❡-❤♦❞✳ ❍♦✇✲
❡✈❡/✱ ✐- ✐! !❤♦✇♥ -❤❛- -❤❡ -✇♦ ♠❡-❤♦❞! ❛/❡ ❡*✉✐✈❛❧❡♥-! ✇❤❡♥ ❛- ❧❡❛!- ♦♥❡ ♦❢ -❤❡
!♣❛❝❡! A0 ♦/ A1 ✐! /❡✢❡①✐✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②! ❜❡ -❤❡ ❝❛!❡ ✐♥ ♦✉/ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥!✳
❆❧!♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦- ♠❛❦❡ ❛♥② ❞✐/❡❝- ✉!❡ ♦❢ -❤❡ ♦-❤❡/ ♠❡-❤♦❞✱ -❤❡/❡❢♦/❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦-
❞❡✈❡❧♦♣ ✐- ❤❡/❡✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧<♦ ♠❛❦❡ ✉<❡ ♦❢ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡<✉❧&<✿
❉✳✹✳ ❙❊▼■●❘❖❯+ ■◆❚❊❘+❖▲❆❚■❖◆ ✶✹✺
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✸✳✵✳✷✶ ✭❉✉❛❧✐)② )❤❡♦.❡♠✮✳ ■❢ ❛# ❧❡❛&# ♦♥❡ ♦❢ #❤❡ ❇❛♥❛❝❤ &♣❛❝❡& A0
♦- A1 ✐& -❡✢❡①✐✈❡✱ #❤❡♥✿
[A¯]′θ = (A
′
0, A
′
1)[θ] ✭❉✳✷✶✮
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✸✳✵✳✷✷ ✭❘❡✐)❡.❛)✐♦♥ )❤❡♦.❡♠✮✳ ■❢ A0✱ A1 ❛-❡ #✇♦ ❝♦♠♣❛#✐❜❧❡ ❇❛♥❛❝❤
&♣❛❝❡& ❛♥❞ ✐❢ 0 < θ, θ0, θ1, η < 1 ✈❡-✐❢②✿
θ = (1− η) · θ0 + η · θ1 ✭❉✳✷✷✮
#❤❡♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞&✿ (
[A¯]θ1 , [A¯]θ0
)
η
= [A¯]θ ✭❉✳✷✸✮
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✸✳✵✳✷✸ ✭❘❡❧❛)✐♦♥6❤✐♣ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ .❡❛❧ ✐♥)❡.♣♦❧❛)✐♦♥
♠❡)❤♦❞6✮✳ ❖♥❡ ❤❛&✿
• A¯θ,1 ⊂ [A¯]θ ⊂ A¯θ,∞
• ([A¯]θ0 , [A¯]θ1)η,p = A¯θ,p
• (A¯θ0,p0 , A¯θ1,p1)η = A¯θ,p
✇❤❡-❡ θ = (1− η) · θ0 + η · θ1 ❛♥❞ 1p = 1−ηp0 +
η
p1
✳
❉✳✹ ❙❡♠✐❣(♦✉♣ ✐♥-❡(♣♦❧❛-✐♦♥
■❢ Tt ✐6 ❛ 6❡♠✐❣.♦✉♣ ♦❢ ❝❧❛66 C
0
✇✐)❤ ❣❡♥❡.❛)♦. G ♦♥ 6♦♠❡ ❇❛♥❛❝❤ 6♣❛❝❡ X✱ ✐)
✐6 ✐♥)❡.❡6)✐♥❣ )♦ ❝♦♥6✐❞❡. )❤❡ ❋❛✈❛.❞ ❝❧❛66 Xα,r,q✱ ✇❤✐❝❤ ✐6 ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦. r ∈ N✱
0 < α < r ❛♥❞ q ∈ [1,∞] ❛6 )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❡❛❧ ✐♥)❡.♣♦❧❛)✐♦♥ 6♣❛❝❡✿
Xα,r,q = (X,D(Ar))α
r
,q ✭❉✳✷✹✮
❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ )❤❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✹✳✵✳✷✹✳ ❖♥ Xα,r,q✱ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ <✉❛♥#✐#②✿
‖x‖ := ‖x‖X +
(∫ ∞
0
‖(Tt − Id)rx‖qX t−αq
dt
t
) 1
q
✭❉✳✷✺✮
❞❡✜♥❡& ❛ ♥♦-♠ ✇❤✐❝❤ ✐& ❡<✉✐✈❛❧❡♥# #♦ #❤❡ ✉&✉❛❧ -❡❛❧ ✐♥#❡-♣♦❧❛#✐♦♥ ♥♦-♠&✳
❖♥❡ ♠❛② ❛❧6♦ ♣.♦✈❡✿
❚❤❡♦$❡♠ ❉✳✹✳✵✳✷✺✳ ▲❡# ✉& ✇-✐#❡ [α] = k ❛♥❞ {α} = β✳ ❚❤❡♥✱ x ∈ Xα,r,q ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ x ∈ D(Ak) ❛♥❞ Akx ∈ Xβ,1,q✳ ❆❧&♦✱ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥❡& ❛ ♥♦-♠ ♦♥ Xα,r,q
✇❤✐❝❤ ✐& ❡<✉✐✈❛❧❡♥# #♦ #❤❡ ♣-❡✈✐♦✉& ♦♥❡✿
‖x‖ = ‖x‖Ak +
(∫ ∞
0
‖(Tt − Id)x‖qAk t−αq
dt
t
) 1
q
✭❉✳✷✻✮
❲❡ .❡❝❛❧❧ )❤❛) ‖ · ‖Ak ❤❛6 ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳
✶✹✻ ❆!!❊◆❉■❳ ❉✳ ■◆❚❊❘!❖▲❆❚■❖◆ ❚❍❊❖❘❨
❆♣♣❡♥❞✐① ❊
❆ (❡)✉❧, ❢(♦♠ 0❉❊ ,❤❡♦(②
❲❡ ♠❛❦❡ ✉&❡ ♦❢ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0❡&✉❧)& ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♣② ❢0♦♠ ❬✼✵❪✳ ❲❡ &)❛0) ✇✐)❤ )❤❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❊✳✵✳✵✳✶✻ ✭●♦♦❞ ✇❡✐❣❤) ❢✉♥❝)✐♦♥✮✳ ρ ✐! !❛✐❞ $♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ✇❡✐❣❤$ ❢✉♥❝✲
$✐♦♥ ♦♥ R
N
✐❢ ✐$ ✐! ❛ ♣♦!✐$✐✈❡✱ C∞ ❢✉♥❝$✐♦♥ !✉❝❤ $❤❛$✿
• ❢♦4 ❛♥② ♠✉❧$✐✲✐♥❞❡① γ✱ |Dγρ| = O (ρ1+|γ|) ❤♦❧❞!❀
• ❢♦4 !♦♠❡ a > 0✱ ρ−a ∈ L1✳
◆♦✇✱ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❛ ❣♦♦❞ ✇❡✐❣❤) ❢✉♥❝)✐♦♥ ρ✱ ❛ ♥♦♥✲③❡0♦ ✐♥)❡❣❡0 m✱ ❛ 0❡❛❧ ♥✉♠❜❡0
µ ❛♥❞ ❛ 0❡❛❧ ♥✉♠❜❡0 ν &✉❝❤ )❤❛) ν > µ+ 2m ❛♥❞ ν ≥ 0✱ ✇❡ ♠❛② ✐♥)0♦❞✉❝❡✿
❉❡✜♥✐%✐♦♥ ❊✳✵✳✵✳✶✼ ✭❋❛♠✐❧② Amµ,ν
(
R
N
)
♦❢ ❞✐✛❡0❡♥)✐❛❧ ♦♣❡0❛)♦0&✮✳ ❚❤❡!❡ ❛4❡ $❤❡
❞✐✛❡4❡♥$✐❛❧ ♦♣❡4❛$♦4!
Au =
m∑
l=0
∑
|α|=2l
ρχ2lbαD
αu+
∑
|β|<2m
aβD
βu ✭❊✳✶✮
✇❤❡4❡ $❤❡ bα ❛♥❞ $❤❡ aβ ❛4❡ C
∞
❢✉♥❝$✐♦♥! ❛♥❞✿
• χl = 12m (ν (2m− l) + µl)
• b0 ≥ C > 0
• (−1)m∑|α|=2m bα(x)ξα ≥ C|ξ|2m
• ❢♦4 1 ≤ l ≤ m− 1✿ (−1)l∑|α|=2l bα(x)ξα ≥ 0
• ❢♦4 ❛❧❧ ♠✉❧$✐✲✐♥❞❡①❡! β ❛♥❞ γ✿ Dγaβ = o
(
ρχ|β|+|γ|
)
■♥ )❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢0❛♠❡✇♦0❦✱ ❬✼✵❪ ♣0♦✈✐❞❡& )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✶✹✼
✶✹✽ ❆!!❊◆❉■❳ ❊✳ ❆ ❘❊❙❯▲❚ ❋❘❖▼ !❉❊ ❚❍❊❖❘❨
❚❤❡♦$❡♠ ❊✳✵✳✵✳✷✻ ✭❊%&✐♠❛&❡% ❢♦- ❛♥ ♦♣❡-❛&♦- ✐♥ Amµ,ν
(
R
N
)
✮✳ ▲❡" A ∈ Amµ,ν
(
R
N
)
✱
χ ∈ R ❛♥❞ 1 < p < ∞✳ ❚❤❡♥ "❤❡*❡ ❡①✐-"- ❛ *❡❛❧ ♥✉♠❜❡* C1 ❛♥❞ "✇♦ ♣♦-✐"✐✈❡
♥✉♠❜❡*- C2,3 ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ A✱ p ❛♥❞ χ -✉❝❤ "❤❛"✱ ❢♦* ❛♥② ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡* λ
-✉❝❤ "❤❛" Reλ ≤ C1✱ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞-✿
C2‖u‖W 2mp (ρχ+pµ,ρχ+pν) ≥ ‖Au− λu‖Lp(ρχ) ≥ C3‖u‖W 2mp (ρχ+pµ,ρχ+pν) ✭❊✳✷✮
❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②
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